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Madame Halphen a confié les manuscrits laissés par son 
mari aux membres de la section de Géométrie de |’ Académie 
des Sciences, en exprimant le désir que tout ce qui sem- 
blerait pouvoir étre publié soit communiqué au monde 
mathématique. 

Nous remplissons ses intentions, et nous faisons paraitre, 
avec le concours dévoueé de M. Stieltjes, ces quelques pages, 
ot Villustre géometre a laissé ses derniéres pensées. 

Elles seront accueillies par les amis d’Halphen etles admi- 
rateurs de son talent avec les sentiments de tristesse et de 


regrets que nous laisse a jamais sa mort prématuree. 
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NOTICE 


G.-H. HALPHEN, 


Par M. E. PICARD. 


I] semble que l’on puisse aujourd’hui distinguer, chez les ma- 
thématiciens, deux tendances d’esprit différentes. Les uns se 
préoccupent principalement d’élargir le champ des notions con- 
nues; sans se soucier toujours des difficultés qu’ils laissent der- 
riére eux, ils ne craignent pas d’aller en avant et recherchent de 
nouveaux sujets d’études. Les autres préférent rester, pour Vap- 
profondir davantage, dans le domaine de notions mieux élabo- 
rées; ils veulent en épuiser les conséquences, et s’efforcent de 
mettre en évidence dans la solution de chaque question les véri- 
tables éléments dont elle dépend. Ces deux directions de la pen- 
sée mathématique s’observent dans les différentes branches de la 
Science; on peut dire toutefois, d’une manicre générale, que la 
premiére tendance se rencontre le plus souvent dans les travaux 
qui touchent au Calcul intégral et a la théorie des fonctions; les 
travaux d’Algébre moderne et de Géométrie analytique relevent 
surtout de la seconde. C’est a celle-ci que se rattache principa- 
lement l’euvre d’Halphen; ce profond mathématicien fut avant 
tout un algébriste. Les problémes difficiles d’Algébre et de Géo- 
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métrie énumérative, par lesquels il débuta dans la Science, et oti 
une solution n’a de prix que si elle est complete et définitive, Pha- 
hituérent a creuser a fond les questions qu'il étudiait. On retrouve 
dans tous ses écrits le souci constant de ne rien laisser d’inachevé. 
Mettant a profit, avec un art consommé, le secours que peuvent 
se préter les diverses parties des Mathématiques, il a su pousser 
jusqu’a leur dernier terme les solutions des problémes qu’il s’est 
posés. Son cuvre, si parfaite, laissera dans la Science une trace 
durable. . 

Georges-Henri Halphen naquit a Rouen, le 30 octobre 1844; il 
entra al’Ecole Polytechnique en 1862, et, a sa sortie en 1866 de 
l’Ecole d’Application de Metz, fut envoyé comme lieutenant d’Ar- 
tillerie 4 Auxonne d’abord et ensuite 4 Strasbourg. Le premier 
travail mathématique que nous ayons a mentionner date de 1869: 
il est relatif 4 la recherche du nombre des droites communes a 
deux congruences. Halphen avait trouvé sa voie; nous allons le 
voir bientét attaquer successivement, et avec plein succés, les pro- 
blémes les plus difficiles relatifs 4 la théorie géométrique de léh- 
mination et a la théorie des courbes algébriques. Travaillant en 
silence, il s’était initié, pendant les années précédentes, aux mé- 
thodes del’Algébre et de laGéométrie modernes. Dés cette époque, 
il était en possession de résultats de la plus haute importance, 
concernant les courbes gauches algébriques, et les communiquait 
trés succinctement a l|’Académie dans les premiers mois de 1870. 
Nous reparlerons de ce beau Mémoire, que d’autres productions 
d’Halphen égalent peut-étre, mais certainement ne dépassent pas. 
Maintenant c’est sur un autre terrain que le lieutenant d’artillerie 
va déployer son énergie et montrer sa valeur. II était 4 Besancon 
au mois de juillet 1870; aprés s’étre occupé activement de l’arme- 
ment de cette place, il arriva a Paris, trés souffrant encore d’une 
chute de cheval qu'il venait de faire. Malgré l’avis de son médecin, 
il partit peu de jours aprés pour Méziéres; employé d’abord a la 
défense de cette ville, il eut la chance de la quitter avant son in- 
vestissement complet, et alla retrouver au Nord l’armée du général 


Faidherbe. La il prit part a la bataille de Pont-Noyelles, ot il fut 
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fait chevalier de la Légion d’honneur, puis aux batailles de Ba- 
paume et de Saint-Quentin. II était nommé capitaine a la fin de 
cette campagne, dans laquelle il s’était signalé par des actions 
d’éclat, qui lui yalurent ’honneur d’une citation dans le récit du 
général Faidherbe sur les opérations de l’armée du Nord. 

En 1872, Halphen se fixe a Paris, ot il devient répétiteur a 
l’Ecole Polytechnique et reprend ses études scientifiques. De tous 
les travaux de cette partie de sa vie, ceux qui lui ont couté le plus 
d’efforts sont relatifs a la théorie célébre des caractéristiques. A 
la suite des recherches de M. de Jonquiéres et de Chasles, l'étude 
des systémes algébriques de coniques, dépendant d’un paramétre 
arbitraire, préoccupait vivement les géométres. Chasles avait, par 
induction, trouyé une loi générale faisant connaitre le nombre des 
coniques satisfaisant 4 une condition donnée. Ce nombre se com- 
posait d’une somme de deux termes, chacun de ceux-ci étant un 
produit de deux facteurs, dont l’un dépendait seulement du sys- 
teme et l’autre de la condition. Halphen, en méme temps que plu- 
sieurs autres géométres éminents, s’efforca de démontrer la loi de 
Chasles : il crut méme en avoir trouvé une démonstration ; mais, 
bientét aprés, s’apercevant d’une erreur dans ses raisonnements, 
il fut conduit 4 soupconner que la loi était inexacte et reprit 
Pétude de la question. Aprés de longues recherches, il eut la satis- 
faction d’arriver a la solution compléte par une méthode dont on 
ne peut trop louer l’originalité. On peut faire correspondre unifor- 
mément les coniques d’un systéme aux points d’une courbe algé- 
brique conyenable; de méme, on fera correspondre a la condi- 
tion donnée une autre courbe algébrique. C’est la considération 
de ces deux lignes qui conduit Halphen au résultat cherché. En 
particulier, pour que l’énoncé de Chasles soit exact, il faut et il 
suffit que l’une d’elles ne passe pas a l’origine des coordonnées. 
Il en sera toujours ainsi, si le systéme de coniques ne présente 
que des singularités ordinaires, c’est-d-dire des singularités qui 
existent nécessairement dans |’ensemble d’un systéme et de son 
corrélatif. Cette distinction entre les singularités ordinaires ou 


nécessaires et les singularités extraordinaires avait été pour Hal- 
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phen, au début de ses études, un trait de lumiére. Elle lui était 
bien familiére dans une autre théorie, dont il s’occupait en méme 
temps, celle des courbes algébriques, 4 laquelle il consacra de 
nombreux Mémoires. 

Les points singuliers jouent dans l'étude des courbes aleébri- 
ques un role considérable. Les principes pour la discussion d’une 
telle courbe dans le voisinage d’un point avaient été établis défi- 
nitivement par Puiseux. D’autre part, Riemann, dans sa théorie 
des fonctions abéliennes, avait introduit la notion capitale du 
genre des courbes algébriques, et partagé celles-ci en différentes 
classes, deux courbes étant de la méme classe quand elles se cor- 
respondent uniformément. L’illustre géométre, qui aimait les 
grands horizons, avait peu insisté sur plus d’un point difficile, en 
particulier sur ce qui concerne les singularités élevées. Halphen 
donne une formule générale, applicable a tous les cas, pour la 
détermination du genre d’une courbe algébrique ; puis, passant a 
l'étude des courbes d’une méme classe, il approfondit une propost- 
tion remarquable donnée par M. Nether, d’aprés laquelle on peut 
trouver dans toute classe des courbes n’ayant que des singularités 
ordinaires. Le savant géométre allemand employait pour cette 
transformation une succession de substitutions quadratiques; 
Halphen veut trouver une transformée ayant avec la courbe ini- 
tiale des rapports géométriques simples; il y réussit de deux ma- 
niéres différentes. Dans une premiére solution, il établit que toute 
courbe plane algébrique est la perspective d’une courbe gauche 
n’ayant qu’un point singulier, et telle qu’en ce point toutes les 
branches aient des tangentes distinctes; faisant alors Ja perspec- 
tive de cette courbe gauche d’un point de vue arbitraire, il obtient 
la transformée cherchée. La seconde solution se rattache a l’étude 
d'une série de courbes analogues aux développées, dans laquelle 
apparaissent dans tout leur éclat la science profonde et le remar- 
quable talent de notre auteur. Prenant une conique arbitraire 


dans le plan de la courbe a transformer, il considére en chaque 


point de celle-ci sa tangente et la polaire du point par rapport a 


la conique; le lieu de intersection de ces deux droites donne une 


NOTICE SUR G.-H. HALPHEN. xI 


transformée uniforme de la courbe. Halphen établit qu’aprés avoir 
répété un nombre fini de fois cette transformation on arrivera a 
une courbe n’ayant plus que des points singuliers ordinaires ; 
puis il démontre ce théoréme si curieux et si caché, qu’a partir 
d@un certain rang les degrés et les classes des transformées pré- 
cédentes forment deux progressions arithmétiques de méme rai- 
son. Ce beau résultat comprend, comme cas particulier, cette 
étonnante propriété des développées successives des courbes 
algébriques, dont les degrés et les classes sont, a parur d’un cer- 
tain rang, en progression arithmétique. 

Ces travaux approfondis sur la théorie des courbes permirent 
a Halphen de reprendre ses études sur]’élimination. La recherche 
des points d’une courbe algébrique, qui satisfont a une condition 
-exprimée par une équation différentielle algébrique donnée, se 
présente en Géométrie dans divers cas particuliers, par exemple 
dans la recherche des points dinflexion. La question méritait 
d’étre abordée dans toute sa généralité. Halphen se place au méme 
point de yue que dans la théorie des caractéristiques, c’est-a-dire 
cherche a mettre en évidence les éléments relatifs 4 la courbe et 
les éléments dépendant de la condition, qui est ici l’équation dif- 
férentielle. Pour les équations du premier ordre, la solution es! 
de méme forme que dans le cas classique des caractéristiques ; 
pour celles du second ordre, on a encore une formule analogue, 
mais renfermant trois termes au lieu de deux. La généralisation 
semble immédiate, mais l’analogie tromperait étrangement ; pour 
les équations d’ordre supérieur, on ne peut plus, d’une maniére 
générale, fixer de limite pour le nombre des termes. C’est la 
un résultat dont Vintérét philosophique est trés grand; il montre, 
avec la derniére évidence, que les singularités élevées des courbes 
aleébriques ne peuvent avoir pour équivalents, dans toute question, 
un nombre déterminé de singularités ordinaires indépendant a la 
fois de cette question et de la courbe que lon étudie. Bientot 
apres, ces difficiles recherches sont étendues aux courbes gauches, 
et, dans quelques cas particuliers, aux surfaces algébriques. 


_ Dans un des Mémoires précédents, Halphen avait rencontré des 
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équations diflérentielles restant inaltérées par une transformation 
homographique quelconque. Ce nouveau genre d’invariance excita 
son intérét; il réussit a former toutes les équations jouissant de 
cette propriété et présenta ce travail comme Thése, en 1878, 
sous le titre d’Invariants différentiels. L’équation différentielle 
des lignes droites et celle des coniques donnaient immédiatement 
deux exemples d’invariants. La découverte d’un invariant du sep- 
time ordre, amenée par les considérations géométriques les plus 
ingénieuses, permit 4 Halphen de développer la théorie générale, 
qu il étendit ensuite aux courbes gauches. ‘ 

Ces résultats, si intéressants en eux-mémes, allaient permettre 
i leur auteur d’aborder une importante question de Calcul inté- 
gral. Dans deux Notes mémorables, Laguerre venait d’appeler 
attention des géométres sur les invariants des équations différen- 
tielles linéaires. Halphen voit de suite le rapport qu’il y a entre 
ses recherches antérieures et la notion nouvelle introduite par La- | 
guerre; ainsi assuré, en quelque sorte a priori, de la possibilité 
d’édifier une théorie compléte des invariants des équations li- 
néaires, il s’attaque a ce nouveau probléme et en approfondit tous 
les détails. Le nombre des invariants absolus distincts d’une équa- 
tion linéaire est inférieur de deux unités a son ordre; on peut les 
obtenir d’une maniére réguliére, en ramenant I’équation a une 
forme canonique, forme dont introduction dans cette question, 
comme dans certaines théories algébriques paralléles, est bien 
digne de remarque. Halphen montra l’intérét de ses recherches au 
point de vue du Calcul intégral, en apprenant a reconnaitre si une 
équation différentielle linéaire est suscepuble d’étre ramenée a 
certains types connus déja intégrés, au moyen d’un changement 
de variable et de fonction qui n’altére pas sa forme. On comprend 
que les relations entre les inyariants absolus doivent jouer, dans 
une telle question, un réle capital; c’est, en effet, de la nature de 
ces relations qu’Halphen déduisit la solution du beau probléme 
qu'il s’était posé. L’Académie ayait proposé, comme sujet du 
grand prix des Sciences mathématiques pour 1880, de perfection- 


ner la théorie des équations différentielles linéaires; le prix fut 
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décerné au Mémoire Sur la réduction des équations linéaires 
aux formes intégrables. 

Bientot aprés, Halphen remportait un nouveau succés acadé- 
mique. L’Académie des Sciences de Berlin avait mis au concours, 
pour le prix Steiner de 1882, la solution d’une question impor- 
tante concernant les courbes gauches algébriques. Halphen, nous 
Pavons dit, possédait, dés 1870, d’importants résultats sur cette 
théorie; ce lui fut Poccasion de reprendre son travail quai n’avait 
pas été publié et de le compléter. [1 l’envoya au concours et re- 
cut le prix, qui fut doublé, en méme temps que M. Neether. Cet 
admirable Mémoire me parait lceuvre la plus profonde d’Halphen. 
Il a réussi 4 énumérer et aclasser en diverses familles les courbes 
d’un méme degré. Dans la théorie si difficile des courbes gau- 
ches algébriques, c’est sur l’extension des formules de Pliicker 
qu’ayaient d’abord porté les efforts des géométres; elle fut obte- 
nue, il y a longtemps déja, par M. Cayley, et complétée par M. Sal- 
mon. Dans ces formules s’introduisent, outre le degré, certains 
nombres entiers relatifs a la courbe considérée ; mais ceux-ci ne 
suffisent pas, en général, a distinguer une famille de courbes. 
Parm: eux, il en est un d’une importance extréme ; c’est le nombre 
des points doubles apparents. Pour une courbe @un degré donné, 
ce nombre a une limite supérieure, facile a obtenir. Bien autre- 
ment cachée était la limite inférieure; Halphen réussit a trouver 
la limite véritable, c’est-a-dire celle qui peut étre effectivement at- 
teinte, et démontre ce résultat si saillant que les courbes corres- 
pondantes sont situées sur des surfaces du second degré. La clas- 
sification repose sur la considération de ordre minimum d'une 
surface algébrique passant par la courbe gauche; pour Vobtenir, 
Halphen introduit différentes fonctions numériques du degré de 
la courbe, dont les valeurs sont comprises entre le maximum et le 
minimum que nous venons de signaler, et ordre cherché dépend 
de la place qu’occupe dans cette suite le nombre des points dou- 
bles apparents. Les méthodes générales sont appliquées a la clas- 
sification complete de courbes jusqu’au vingtiéme degré, et a celle 


des courbes de degré cent vingt. 
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Je ne puis parcourir l'ceuvre entiére d’Halphen; a cdté de 
ces études de longue haleine, dont nous avons essayé de donner 
une idée, nous pourrions citer d'autres Mémoires de moindre 
étendue, ot nous retrouverions une pensée originale. Mention- 
mons au moins un iravail sur la théorie des séries, qui renferme 
des résultats inattendus; une série trés générale, procédant sui- 
vant certains polynémes entiers, dont chacun est la dérivée du 
suivant, et qui semble susceptible de représenter des fonctions 
trés variées, ne peut au contraire étre employée que pour le dé- 
veloppement de fonctions entiéres, jouissant elles-mémes dun 
caractére trés spécial. De tels résultats, si négatifs qu’ils soient, 
sont d’un grand intérét; ils nous montrent une fois de plus avec 
quelle prudence on doit procéder dans l'emploi de nouveaux 
modes de développement des fonctions. Ces constatations ont 
dailleurs leur mélancolie, car elles peuvent inquiéter pour plus 
dun développement, usité dans les applications, et dont la légi- 
limité est pour le moins douteuse. 

Ces travaux considérables avaient placé Halphen parmi les 
eéometres les plus éminents de l’Europe. Le 15 mars 1886, VAca- 
démie des Sciences, dont il avait été trois fois le lauréat, le dési- 
gnail, ala presque unanimilé des suffrages, pour remplir la place 
vacante, dans la Section de Géométrie, par le décés de M. Bou- 
quet. Halphen était chef d’escadron depuis le 13 juillet 1884, et 
il avait, peu de temps auparavant, été nommé examinateur d’ad- 
mission a l’Ecole Polytechnique. Dans ces concours, ot sont en 
présence de si sérieux intéréts, ce n’est pas une tache facile que 
d’exprimer, par un nombre, son opinion sur la valeur d’un can- 
didat. Jugeant de ce qu'il sait, on voudrait aussi apprécier l’effort 
intellectuel dont il sera plus tard capable; difficulté d’autant plus 
grande qu’une préparation excellente, mais ayant quelquefois 
cherché a tout prévoir, peut provoquer lVillusion. Dans ses nou- 
velles fonctions, Halphen montra, deés le début, beaucoup de pé- 
nétration. Enchainant ses questions avec une grande habileté, il 
parcourait sans effort le cycle entier du programme et il a laissé le 
souvenir d’un examinateur incomparable. 


NOTICE SUR G.-H. HALPHEN. XV 


Tous ceux qui ont approché Halphen ont apprécié ce carac- 
tere noble et loyal, que blessait et irritait la moindre injustice. 
Quand Vintérét de la Science lui paraissait en jeu, il exprimait 
sans réserves son opinion. Bienyeillant pour les travaux qu’il 
avait a juger, quand il croyait y trouver une idée, il aimait 
peu les généralisations faciles, qui, disait-il, encombrent la 
Science. 

Au mois d’octobre 1886, Halphen voulut reprendre dans 
Varmée un service acuf, et fut chargé du commandement de 
batteries au 11° régiment, a Versailles. C’était une lourde tache 
qui yenait s’ajouter a l’effort considérable que lui demandait en 
ce moment méme la préparation de son Traité sur les fonctions 
elliptiques. 

On ne peut parler sans tristesse de cette OEuvre, interrom- 
pue par une impitoyable fatalité, ou Vauteur s’était proposé de 
développer la théorie des fonctions elliptiques sous la forme qui 
lui paraissait la plus avantageuse pour les applications, et en 
méme temps de donner de celles-ci un tableau complet. Halphen 
était depuis longtemps familier avec cette théorie. Ses recherches 
sur les équations différentielles linéaires avaient principalement 
porté autrefois sur les équations a coefficients doublement pério- 
‘diques; plus récemment un Mémoire sur une courbe élastique 
Vavait forcé a faire une discussion approfondie des divers cas 
qui peuvent se présenter dans le probléme de l’inversion. Les 
deux premiers Volumes seuls ont paru: le premier est consa- 
cré a la théorie générale, le second traite des applications a la 
Mécanique, a la Géométrie et au Calcul intégral. Is exerceront 
une grande influence sur cette importante branche de la Science. 
Les questions traitées trouvent la leur soluuon définitive. Les 
transcendantes elliptiques y sont maniées avec la méme aisance 
que les fonctions circulaires dans d’autres sujets plus élémen- 
taires; les formules de cette autre Trigonométrie sont certes 
plus complexes, mais cette complication, tenant a la nature des 
choses, semble réduite autant qu'il est possible. 

Le troisiéme Volume deyait traiter des applications algé- 
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briques et arithmétiques; c’edt été, sans aucun doute, la partie 
maitresse de ce bel Ouvrage. C’est la que se serait déployé dans 
tout son éclat le talent d’Halphen, rompu aux problémes les plus | 
abstraits de l’Algébre. Aprés de laborieux efforts, ce puissant 
esprit avait enfin triomphé des difficultés énormes que présentail 
un tel sujet, et il allait se mettre a la rédaction définitive. Le 
temps ne devait pas lui étre donné pour achever son ceuvre. Le 
21 mai dernier, il était enlevé a Vaffection des siens, aprés une 
courte maladie, a Page de quarante-quatre ans. Ce fut un deuil 
cruel pour la Science frangaise, dont il était un des plus éminents 
représentants, et aussi pour notre armée, qui perdit en lui un offi- 
cier supérieur du plus grand avenir. Tous les amis d’Halphen gar- 
deront le souvenir de cet homme de cour, qui mourut avant 
’heure en travaillant noblement pour la Science et pour son pays. 
Sa vie trop courte aura du moins été bien remplie, il laisse un 


nom et une cuvre qui ne périront point. 
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TRAITE 


DES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES 


ET DE LEURS APPLICATIONS. 


TROISIEME PARTIE. 


FRAGMENTS. 


CHAPITRE I. 


Division des périodes par 5.— Reésolution de l’équation du cinquiéme degré 
par les fonctions elliptiques. 


Préambule. 


Le probléme de la division des périodes consiste dans la re- 
cherche des valeurs que prennent les’ fonctions elliptiques quand 
VPargument est commensurable avec une période. Soit wv un tel 
argument; il existe un nombre entier n, tel que le produit nu 
soit une période: la recherche des fonctions elliptiques, ayant 
uw pour argument, constitue le probléme de la division par n. 

Nous avons, dés le début, résolu le probléme de la division 
par 2 et par 4. Il se résout par radicaux, c’est-a-dire que les 
fonctions elliptiques correspondantes s’expriment explicitement, 
au moyen de formules contenant des radicaux, en fonction des in- 
variants. En effet, l’équation du troisi¢me degré 


hai — 89% — §&3=0, 


de laquelle dépend la division par 2, et dont les racines sont les 
Hl. I 
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trois quantités ey, se résout par radicaux. Puis, dans la division 
par 4, on a obtenu (t. I, p. 54) des formules explicites contenant 
des radicaux carrés sous lesquels figurent ces quantités eq. 

Le probléme de la division par 3 se résout encore par radicaux. 
Les fonctions p ayant pour arguments des tiers de périodes sont 
les racines d’une équation 3 = 0, du quatriéme degré (t. I, p. 96), 
résoluble par radicaux. 

L’addition des tiers de période avec des demi-périodes ou des 
quarts de période fournit, encore par radicaux, la solution du 
probléme de la division par 6 ou par 12. Comme, de plus, la for- 
mule de duplication montre que la division d’un argument quel- 
conque par 2 dépend d’une équation du quatriéme degré, il est 
clair que l’on peut exprimer par radicaux les fonctions elliptiques 
relatives a la division par 3.2™. 

Pour les autres divisions, le probléme se présente sous une 
forme bien plus compliquée. La division des périodes par n dé- 
pend de l’équation 4, = 0, dont le degré est $(n2—1), quand n 
est impair. Pour la division par 5, c’est déja le douziéme degré. 
A la vérité, la résolution par radicaux est impossible, sauf en des 
cas particuliers. Mais Véquation , == 0 est loin d’étre l’équation 
la plus simple a laquelle se raméne le probléme, sauf pour n = 2 
ou nm = 3. Quand n est un nombre premier, c’est A une équation 
de degré (n +1) que l’on est conduit: de cette équation découle 
toute une grande théorie, celle de la transformation, objet prin- 
cipal de ce Volume. 

Avant d’aborder les considérations générales de cette théorie, 
nous allons traiter, par les moyens les plus élémentaires, le pro- 
bléme de la division par 5, avec la belle théorie qui s’y rattache, 
la résolution de l’équation du cinquiéme degré. Ce sera objet de 
ce Chapitre. La division par 7, traitée de méme, fournira la ma- 
uére du Chapitre suivant. 


Equation du sixiéme degré pour la division par 5. 


Soit 26 une période quelconque, et posons 
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Les deux relations 


r 


© 


20 40 40 2 = 
2 2 = = = 2) 
5 5 5 


o| 


conduisent, par le théoréme d’addition, aux deux égalités 


(1) nada i (Veetver\! ie ee VS VEE) 
4 a6 ; i ay, ) 


d’ot Von conclut 


Solent 
GEO =2, ay. 


Les deux équations, qu’on vient d’obtenir et qui sont symé- 
triques en a et b, se changent en les suivantes : 


| O2(a*— hy) = 4(e8— 32y)— g2.4 — 283, 


(2) } et tees 
( 16(202+ y)(w—4y) =[4(@*— y) — g2] 

ou bien 

@) bay = a+ Neue + gs, 


5y24 (5a2+1 2, ot —te.n? +7. 22 
2 4 26 


1662 — 0- 


En substituant, dans cette derniére, la valeur de y trée de la 
précédente, on obtient, pour z, l’équation 


(4) a —5 2,2'— hog3;03 —5 gi x— 8 e830 —Sek=o. 


Cette équation, du sixiéme degré, étant censée résolue, on aura, 
pour chaque racine , la quantité y par la premicre égalité (3), 
puis a et b comme racines de |’équation 


(5) GLA f= 0. 


C’est ainsi que les douze solutions de l’équation 4; =o se par- 
tagent en six couples, dont chacun dépend de deux équations, 
Pune du sixiéme degré, l’autre du second. A peine est-il besoin 
d’observer que l’élimination de x et y entre les équations (3 , 5) 
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ménerait a l’équation ¥; = 0, ol pu serait remplacé par la lettre a. 
On peut écrire l’équation (4) sous la forme symbolique tres 


curieuse que voici : 
(6) (x—10A)(x+2A)5=0, 


en convenant que, aprés le développement, on remplacera les 
puissances de A par les quantités ci-aprés : 


Av Gree); Av Sasee-sen Ao (aes). 


On doit, dans cette convention, remarquer que, les symboles 
de A? et A® une fois choisis, ceux de A‘ et A® sont, par la, fixés si 
Von veut que ces symboles deviennent des valeurs effectives 
quand le méme fait a lieu pour A? et A?, Mais cette condition 
unique ne détermine pas le symbole de A‘; elle serait effective- 
ment remplie si l’on prenait, pour A°, 


(Lesh + A, 


i étant arbitraire. En effet, les symboles de A? et A sont des va- 
leurs effectives quand on a 


ho ; 9 I or 95 a2 pars US 
(A23— (A382 =o = Gap \& TIN Can 


Cette forme symbolique (6) devient done effective quand les 
foncuons elliptiques dégénéerent par l’éyanouissement du discri- 
minant. Ainsi, au cas A = 0, A est une quantité effective, et ’équa- 
tion (6) a une racine égale 4 10A, plus une racine quintuple 


égale 4 —2A. A cette derniére, suivant les égalités (3, 5), 
correspond y = A®, puisa = b = —A. A la racine simple corres- 


ab A (5a oe)) 


Ces deux quantités, a et b, égales aux deux suivantes 


/ 
Set ee peel Wf cere 


sin2 = si 2 
in 
5 
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sont conformes a ce que l’on doit effectivement trouver pour des 
fonctions elliptiques dégénérées (t. I, p. 27), dont les arguments 
ont des valeurs finies. Quant aux dix autres quantités, toutes 
égales 4 — A, il est trés facile de trouver leur signification. Pour 
éviter une redite, nous renvoyons le lecteur 4 un Chapitre ulté- 
rieur, ol cette considération sera présentée sous une forme gé- 
nérale. 


Autre équation pour la division par 5. 


En prenant, pour inconnue, (a — b)? au lieu de z. on obtient 
une transformée dont on verra plus tard Pimportance. Soit donc 


(a— b= 7?— fy =t. 
Par les équations (2), nous avons 


(8) 3at = v3 — 320 — 283, 
4t( gv? — t)= (322 — go-+ #). 


De la se concluent aisément deux équations du second degré 
ene, 


3(g2— t)z? +18 23% +(g2—t)?+ 4P=0, 
x 


9 &3x? — 2( 02 — gat— 83) ev + 383(82—t)= 0. 


Sorent a, 8, y et a’, 8’, y’ les coefficients de-ces_deux équa- 


tions; ona 


1 9 
gol ay — Ye) = 830, 


3 (Ba — a8") = 2783 + (g2—t)(f— got — £3), 


fo] 
2 (By'— 7B") =— 4&3 + (t — 82) (SO— 282.0? —hait— 383 — 2783). 


Dans le résultant (ay! — ya’)? + (8a' — a8’) ( By’ — 7B’) apparait 
le facteur (¢ — gy). Ce facteur supprimé, on obtient un résultat 
remarquable par sa simplicité : 


(9) 50 — 19 290° + 10 At? At — 0. 


Parmi les diverses expressions de x en fonction de é, remar- 
quons celle-ci : 


an’ — yo! 6 230 
(10) i ! a! #3 P ; 
g Bo’ — aR — 22,0 A 
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Soit ®(¢) le premier membre (9) et D® le résultat de l’opé- 
ration D (t. I, p. 294), appliquée a ce premier membre, ou lon 
considérerait ¢ comme une constante, en sorte que, DA étant 


nul (t. 1, p. 301), on a 


Db =— 144 2583. 
On obtient Dé par Végalité 


$'(t)Dt-+ De =o; 
d’ot résulte 
Dt a, 24 £3 t z 
jee Pea er ook 


et, par conséquent, 


Dé 
t 


(Gust) Gp = 


lo 


On verra plus loin la généralisation de cette formule. 

L’égalité (10) fournit, sous une forme remarquablement simple, 
Yexpression du discriminant de I’équation en ¢. Aprés Vavoir 
écrite comme il suit 

5.62 gyth 


Hee 
que l’on y remplace successivement x par chacune des cing autres 


racines et que l’on multiple, membre a membre, les cing égalités 


analogues, on a 
_ (5.62.g3)5(It)! 


HT 
Z Il &'(2) 


Les produits IIx et I(¢) sont formés par les derniers coefficients 
des équations (4) et (g). Quant a II ®'(t), c'est le produit des 
carrés des différences des racines ¢, changé de signe, et multiplié 
par 5°. On enconclut, pour ce produit ou discriminant, l’expres- 
sion 


(12) I(t;— t;)?= —y gg As. 
A propos de l’équation (4), voici quelques transformations, 


qui semblent fort intéressantes, sans étre cependant utiles pour 
Ja suite de notre analyse. 
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Quand, le discriminant étant nul, les symboles (7) deviennent 
des valeurs effectives, les trois quantités e, deviennent, l'une 2A, 
les deux autres — A, et l’on a 


Considérons le trinédme du second degré 
(us) Pa(L)=(L — 2€q)?— 4(3e2—14 £9). 


Ses racines, quand le discriminant est nul, sont donc 10A et 
— 2A. Les deux trindmes analogues Qg et Sy ont, en méme temps, 
chacun, la racine double — 2A. 

D’autre part, le produit de ces trois trindmes est un polyndme 
_a coefficients entiers en gy et g3. Ce polyndme, quand le discri- 
minant est nul, a, aussi bien que le polynéme (4), la racine 
simple 10A et la racine quintuple — 2A. Ces deux polyndémes 
different donc seulement par un terme )A, ot d est une constante, 
que nous allons vérifier étre égale 4 Punité, en sorte que léqua- 
tion (4) peut s’écrire sous la forme 


(14) Pate Pye a. 


Pour vérifier cette valeur de la constante numérique 4, il suffit 


d’observer que lon a 


comme dans l’équation initiale (4). 

Cette forme (14) a été trouvée par M. Brioschi en suivant une 
voie différente que nous allons montrer aussi. Au Chapitre IX du 
Tome II (p. 361), nous avons eu déja l'occasion de considérer le 
polynéme 

W(a)= 422 — 22% — 85 
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comme un polynéme du quatriéme degré et d’envisager, ace point 
de vue, son hessien, 
H(v)=—(#' 4 3 229 2530 = 76 83). 
Nous avons considéré aussi, sans le calculer, un autre poly- 
nome T, savoir 


dx ” dx 


Bl wy 
Gs rma ("S . d ). 


Le calcul effectif donne 
—4T (x)= 4a'— 5 g,0'— 20g3,03—$ gt? — gg. + 7 gi — 287. 
On en conclut 
— 28 T (3 7) = 2° — 5 goa — fogsu'— 5g} a2— 8 eo enn + 6) — 32.2%. 


Par comparaison avec |’équation (4), on en conclut que cette 
équation peut s’écrire ainsi 


(16) T($z7)+A=0. 
D’autre part, on a vu aussi (t. I, p. 362) que la quantité 


Ga ue H(z) W(a2)— H(x) ¥(z) 
/ 4 


cs) 


aan 
est le produit de trois facteurs doublement linéaires, 
(@ — €y)(% — €g)—(€g— €g)(€a— ey). 
Ces facteurs, quand on suppose s = 2, deviennent 
(B= Ca)P=(Ga= eg) (€a— ey)= C2 ea 462) = i Oy(22), 


en sorte que l’on a, par comparaison de la fonction (17) avec la 
définition (15) de T, 


— T(x) = 04(2%)0g(22)0y(27). 
Par conséquent, l’équation (16) n’est autre que celle-ci 
Pal %)9a(%)ey(") = A, 


c’est-a-dire l’équation (14) déja trouvée autrement. 
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L’analyse de M. Brioschi ne s’arréte point 14. Suivons encore 
ce célébre géomeétre pour trouver, par un calcul direct, une trans- 
formation importante de l’équation (14). D’aprés la définition (13) 
et la relation 

Cat €g + ey = 0, 
on a immédiatement 


= 


a fa 4(€a— €g)(@— 2ey) =4(Ca— eg) (@— 2€q) +8 (Ca— eg) (Cu— ey) 


=4l(ey eg) (a- 2€y)+2(3e2 —42e2)]. 
Abrégeons l’écriture en posant 
(€a— €g)(Ca— ey) = 305 —% 82 = bay LD ly = 2Ey. 


Nous avons ainsi 


£61 Geld + 5eb% — § 2262 Geer—E— 8 = —A, 
On a, d’autre part, 
ee (egg) hea = ey)*, 


= A=(éq— eg)*(ea— Cy Veo ey)?, 


= 22(3e8—} go i (Ge, ey)? ]. 


eb — A= &*[(ea— eg (ea éy)A 4 (eg ey)? 
| 


2 
we Cxlg + Cn ey + ace Cat eg ey, 


tga 4 (eg— ey)? — e+ b(eg+ ey)2=—b ek, 


dou 
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et lon déduit 


64+ Gebs + 5ebt— Fert? Geert — Pere2= 0. 


Sur le cas particulier g;= 0. 


Quand g; est nul, l’équation (4) a deux racines nulles. Soient 
82% = §3X, Y= 8&2, 


on a, relativement a ces deux racines, d’aprés les équations (3) 
et (4), 


I T 

5X?2+-8X +5 =0, 6Y=-+ 35> 

2, xX 

f 1 tat 

(18) Y =—7 (1+ 22), antiy/ £2. 

e 2, 5 

: le 

Quant aux autres racines, en posant = §25,0na 


Ic ‘ — ia = ss 
ay | §= 2S 2 + tye Ge vsy, 
avec les deux signes ambigus en coincidence. On en déduit 


- 235 (V5 +1) Vga, 


les deux signes + étant, cette fois, indépendants l’un de l’autre. 


Relations entre les six racines. 


Soient # et #9 deux racines quelconques de l’équation (4), 
considérée dans le cas général; soient a, b et ay, bo, les quanti- 
tés qui correspondent a ces racines. ; 

Par le théoréme d’addition, on a de nouvelles quantités a, et b,, 
correspondant a une nouvelle racine z,, au moyen des formules 


I Gz aay 
h ’ 


a+a+a= 


Revie ROT E 
4 


(20) 
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et lon en déduit 


eves), 


I 
(21) L+- y+ Ly = = 
4 a— ao 6 — by 


Cette équation donne z, en fonction de & et 2»), mais avec plu- 
sieurs déterminalions. Par exemple, « étant donné, on peut inter- 


verlir a et b; on peut aussi changer les signes de \/ga et de \/ob. 
A cet égard, on doit observer que les équations (1) donnent 


(22) Vea ob =(a— by, 


en sorte que, ayant choisi a, b et le signe de Vea, on n’a plus a 
choisir le signe de Vob. L’indétermination qui subsiste, aprés le 
choix de x,donne donc lieu a quatre valeurs pour,z,. Mais, 
d’autre part, ’échange simultané de aet de b et de ay et de do, 


comme aussi l’échange simultané des signes de \/ga et de ap, 
naltére point z,. Il y a donc, en tout, pour x,, quatre valeurs 
seulement, et la formule (21) donne, en fonction de x et x, une 
quelconque des quatre autres racines de l’équation (4). 
Supposons choisis a, b, a), by et les signes des radicaux, dans 
la formule (21), qui détermine ainsi x,. Associons a x, une autre 


racine £,, en changeant les signes de \/gap et de Vobo. Nous 


aurons ainsi 


o-) Ss ed awe a— ay 4\ °'b—bo 


I ag eray ; ee 


d’ot résulte 


a+ 9A t ob+ ob) 
( 


I 
, es = == a ; 
(24) 2(% + vy) Ly Hy 2 (a— ay)? 3 (b6— bo) 


Echangeons a et b dans l’égalité (20) et, en méme temps, 
d’aprés (22), remplacons Voa par Vob et y/9b par — \/ga. Nous 


définirons une racine a2. En échangeant ensuite les signes de v9 a 


et de v9 6), nous définirons la derniére racine 73 et nous aurons, 
semblablement a l’égalité (24), celle-ci : 


10b+0a 1 9a+.9b) 
BLO dg 2 (== Oo 


(29) (24+ 4)+ tg+ 23 = 
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Les seconds membres (24, 25) sont rationnels en a, b, a, Oo; 
leur somme, symétrique en a@ et 0, aussi bien qu’en a et bo, est 
rationnellement exprimable en x et zo. Il en est de méme pour la 
somme de leurs carrés, et, par conséquent, la quantité ci-aprés 


(26) So = LN) + HL, + Ly XL3 = V(L, LD) 


est une fonction rationnelle de x et de x. 


Existence d’une résolvante du cinquiéme degré. 


“ 


Cette fonction zo, que l’on vient de reconnaitre comme ration- 
nelle en x et xo, posséde une propriété bien remarquable : elle 
ne change point si lon y remplace x et 2) par 2, et £, ou par 
Ly et Xz 


(07) 5p = W(x, vy) = V (x4, 2%) = V (a2, 5). 


/ 


Nous allons en fournir la preuve. Désignons par 2 ou 20)! les 
deux périodes quelconques qui, dans @ et b ou dans a et by, sont 
respectivement divisées par 5. Soient, en d’autres termes, 


ule 


a=pto, Cy 


' = Seeley , rile , 
wy’, Vea=p AW, Vobo=p Oe 


ol 


ij S15 OY, b=p 


D’aprés les égalités (20) les arguments de a, et de b, sont 
2(w + 0!) et? (w+ wo’). Pour obtenir x,, ona changé les signes 


eres. 
de \/ga, et de yoy; les arguments de a, et de b, sont donc 
2 / 4 / 
2(w—w’) et ?(w —w’). 

Opérons sur x, et sur x,, comme on l’a fait sur z et xy pour 
trouver 2, et x,; on oblient, pour un premier couple (a, b), les 


orl 


arguments wu et $w== —w: ce sont donc les deux quantités 


b et a que l’on retrouve, c’est-a-dire la racine x que l’on obtient. 
Pour un second couple, les arguments sont ¢w/ et 3 w! = — 20) ; 
on retrouve donc by et a, c’est-a-dire la racine Zp. 

En opérant ensuite sur x, et 2, comme on !’a fait sur x et 2 
pour obtenir 2, et 23, on retrouve nécessairement £9 et #3, puis- 
quwil n’existe point d’autres nouvelles racines. 


Pour obtenir a, et 3, nous avons, dans l’opération qui avait 
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fourni x, et x,, échangé a@ et 6 en remplacant Voa par Vob, et 
Veo par — \/¢a. Ceci revient a remplacer l’argument de a par celui 
de b et celui de b par argument de a, changé de signe. Les argu- 
ments de @q et de by sont donc 


F(2m0+w') et 2?(—w+20')=4(20+w’); 


ceux de a; et de 6; en different par le signe placé devant w’. 

En faisant la premiére opération sur le couple (x2, x3), on 
obtient les arguments Sw et w ou, ce qui revient au méme, 
— = w et —-$, pour un des couples (a, b) : on retrouve donc la 
racine x. De méme, le second couple (a, 6) donne la racine 2». 
Ainsi, par la premiére opération faite sur %2 et 23, on retrouve 
le couple z et x); par la seconde on obtient donc le couple 
Hy Cl. hy. 

Ainsi se trouve établie la propriété (27). 

Ayant associé a une racine & une autre racine quelconque %y, 
on crée, du méme coup, deux autres couples analogues (x,, x, ) 
et (£2, £3), et la fonction z), symétrique par rapport a ces trois 
couples, comme aussi par rapport aux deux éléments d’un méme 
couple, est rationnelle relativement a ces éléments. 

En associant, a2 la méme racine x, une autre racine xy, on 
créera d’autres couples, dont aucun, évidemment, ne peut coin- 
cider avec un des précédents. Il y correspond une fonction 3,, 
analogue a z), ayant les mémes propriétés. 

Prenant successivement pour Vindice p, les valeurs 0,1, 2,3, 4, 
on obtient cing fonctions z, : chacune d’elles correspond a trois 
couples. Les quinze couples que peuvent former six quantités, 
associées deux a deux, sont ainsi reproduits. 

La somme des cing quantités z est manifestement une fonction 
symétrique des six racines, la somme de leurs produits deux a 
deux. Mais la méme propriété a lieu aussi pour toute somme de 
puissances semblables de ces mémes cing quantités. Effective- 


ment on a, par exemple, 
ar —F[W (x, x9)" + U(a1,20,)" + V( 42,23)" ], 


fonction symétrique des trois couples et des deux lettres de 


chaque couple. 
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La somme 2zj est done symétrique par rapport aux quinze 
couples et finalement par rapport aux six racines. 

En conséquence, les quantités z, sont les racines dune 
équation du cinquiéme degré, dont les coefficients (symétri- 
ques par rapport aux racines on) sont rationnels par rapport 
a Bo et 23. 

Cette proposition a son analogue dans la division par 7 et par 
11, comme on verra dans le Chapitre II; elle est due a Galois. 

La composition des deux couples qui s’associent a #Zy est fa- 


cile A trouver. Ona généralement 


4 


(28) By = BLy + Ly +1 Ly +4 + Ly +2 Ly+3 , 


chaque indice étant remplacé par le reste de la division de cet 
indice par 5. 

Cette loi se vérifie immédiatement par la, considération des 
arguments. 

En effet, les arguments choisis précédemment peuvent étre 
résumés ainsi : l’argument de a, est, au signe prés, égal a 
2(w/+ yw), comme on voit en négligeant les multiples des pé- 


riodes. Changer a en xy, c’est done remplacer w’ par ow! + yo; 
par conséquent, c’est ajouter p a chaque indice des quantités x. 


Calcul de la résolvante. 


C’est en vertu des relations entre les racines x que les fonc- 
tions symétriques des quantités z, sont rationnelles. Toutefois, 
la somme et la somme des carrés sont symétriques, quelles que 
soient les racines 2. Pour cette raison, ces deux sommes se cal- 
culent trés facilement. 


On a d’abord 


yy 
pa) 


M 


~ 
a 


TEL 5825 
puls 
[ I I 


Be = U2 Hh + ARLE A L3H} A UHL) U1 He U3, | — + —— + 
LX A, Ly, Ba Lz 


et, par conséquent, 


I 
gue : LiL] A- UHL) Ly Ly Lz Ly, : =o 
LiL; 
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De la résultent les premiers termes de léquation en z: 
(29) BP OG Ss) LOS oe. = On 


Crest cette équation qu’ils’agit d’obtenir complétement, et nous 
observerons d’abord que tous ses coefficients sont, non seulement 
rationnels, mais entiers en gy» et 93. Les s sont, en effet, des 
fonctions entiéres des racines x, et l’équation en x, dont le pre- 
mier coefficient est l’unité, a pour coefficients des fonctions 
entiéres. Il en résulte que les z ne deviennent infinis pour aucune 

5 
tions algébriques entiéres, exprimant par cette locution que les 


valeur finie de gy et 23; ce sont, comme on dit parfois, des fonc- 


coefficients sont entiers, le premier d’entre eux étant Vunité. 

Quand le discriminant A s’évanouit, on a vu que cing racines x 
sont égales a — 2A; la sixiéme est égale 4 10A. Quel que soit 
Vindice p, ona, en ce cas, suivant (28), 


Sy, = — 12A2 = — go. 


Le premier membre de l’équation en z se réduit alorsa (z+ ge). 
A cause de homogénéité, on voit donc que l’équation a, en gé- 
néral, la forme ci-aprés : 


(4+ g2.))+ A(asv?+ Beos+yg2)=0, 


dans laquelle a, 8, y sont numériques, ce qui est d’accord avec la 
forme (29), trouvée déja pour les premiers termes. 
En prenant le cas particulier os == OF On evra: Uroliver 
Péquation 
(4+ 82)' + g3 (4327+ Bges+ 1e3) =0. 


Pour déterminer les trois coefficients, il suffira donc de faire le 
calcul effectif dans ce cas particulier. 
@n a vu que, dans ce cas, deux racines « sont nulles ; prenons- 


les pour z et 2p. Les quatre autres racines sont + / ie Cte oe 
= et & étant elles-mémes les racines de l’équation du second de- 
gré (19). Les quatre quantités a, b, do, bo sont contenues dans 
une seule formule (18) ot l’on doit prendre les diverses combi- 
naisons de deux doubles signes. Prenons @ et ay) conjugués; 0 et 
by le sont aussi : x, et z, sont donc des quanttés réelles, suivant 
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les formules (21, 23). Elles répondent done a une méme quan- 
uité € ou 5 ay et xy répondent d Vautre. En conséquence, ona 
(So) S=—(E+')g= —58, 


tandis que, pour les autres indices, 3 est égal A= gay 


o 


St 


o, c’est- 
a-dire + 1e0\/5. Le signe + convient a deux indices, le signe — 
c & 


aux deux autres. Ainsi, pour g3 = 0, l’équation en s se réduit a 
(31) (3+ 582) (s—tg2 V5)! (s+ tg: 75 =0 


ou bien 


- a9 hoa 2) 
s+593)(s+523)2=0, 
B° + 9 goa'+ 108355 + 50 g3 527+ 25 ofs + 129 e8 =0, 
— 5 an r = a) 2 
(3+ ge) + 4e3 (1032+ 5 e954 3123) =0 


on réduit cette équation a la forme 
(32) JZ5 + 4(10Z2— 15Z+ 36)=0. 


La décomposition (31) du premier membre, dans le cas ¢y = 0 
g : 
montre que cette Equation peut s’écrire aussi de la maniére sui- 


vante : 
Lf ) oe DY eee 
(33) j= 4[S n—|* 
Si Pon pose done 
Z+4 


(34) ge aN 
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on aura, aprés avoir extrait la racine carrée, celle autre trans- 
formée 


(35) F(R) = Kos 18 XO 4 SX — 8 VI —1 =o: 


Le caractére essentiel de cette dernicre équation consiste en ce 
que la dérivée de son premier membre est un carré : 


SF (8) = 5(X? +1). 


En outre, ses racines, déja définies par la relation (34), sont 
susceplibles d’une autre interprétation extrémement remarquable 
et dont nous allons parler. 


Seconde expression des racines de la résolvante. 


Prenons comme donnée une racine Zo de Péquation (33) : 
Vinvariant absolu J s’en déduit sans ambiguité. A cause de Vho- 
mogénéilé, nous pouyons supposer qu’on prenne g,=1, en 
sorte que A est Vinyerse de J. Quant a Vinvariant gs, il a deux 
déterminations, résultant de l’égalité 


(36) a7 g2 = (J — 1) Az 


En conséquence, toute fonction rationnelle de Zy et des inva- 
riants deyient, au point de vue actuel, une fonction algébrique, 
mais non rationnelle de Z,, en général. Elle est rationnelle si le 
changement de signe de gy, la laisse inaltérée. C’est ce qui a lieu 
pour toute combinaison des trois couples (.7, x9), (x1, 2,) et 
(Xo, £3), ayant les mémes symétries que Zy et, de plus, contenant 
a tous ses termes un nombre pair de facteurs x. En effet, le chan- 
gement du signe de g, a pour effet de remplacer les fonctions 
p par de pareilles fonctions, affectées du signe moins, et chaque 
ax est la somme de deux fonctions p. 

Si, en outre, la combinaison choisie est homogéne et qu’on la 
rende de degré zéro en Ja multipliant par une puissance du dis- 
criminanl, on pourra trouver, pour la représenter, une expression 
rationnelle en Zy, a coefficients numériques; celle expression sera 
affranchie de la supposition gy = 1. 


Ii. 3 
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Voici la combinaison sur laquelle nous allons porter notre 


attention : 


te Sia le 
r= [" to) (t1— by) (ta ae 
an 


Elle satisfait aux conditions dont nous venons de parler. Pour 
trouver son expression rationnelle en Z), supposons encore, dans 
le raisonnement, gy = 1. Considérons la valeur paruculiére Zp =0, 
qui rend J infini, donc A nul. L’équation (g) montre, pour A in- 
finiment petit, une racine finie et cing racines respeclivement 


4 
égales aux diverses déterminations de (4?)’. Il en résulte, pour 


Ty, une partie principale proportionnelle a A ’. Mais ona 


Le dénominateur de Ty contient done le facteur Z>. De plus, 
il se réduit a ce seul facteur. En effet, A ne devient pas nul pour 
d’autres valeurs de Z); quant au numérateur de To, Véqua- 
tion (g) montre qu'il devient infini avec A seulement et qu’alors 


4 
T, reste fini, car les six racines ¢ sont de l’ordre de A? et ont des 
valeurs principales différentes. 

Envisageons maintenant la valeur Z, = — 4, qui donne J —1, 
3 = 0. Nous avons déja examiné ce cas, qui correspond, pour Zo, 
a la valeur —dg.. Le facteur (¢—¢,)) n’est point nul; mais 
(t,—t,) et (42 — ¢3) sont égaux a zéro. En effet, x, et x, sont les 
deux racines carrées d’une méme quantité g»§ ct, d’autre part, 
Pégalité (8) donne, g; étant nul, 


3t, = 3t, = 82 


INY 
~ 
WH 


Semblablement, 


Le numérateur de Ty) content done le facteur (Z-+ 4), mais 
avec quel exposant? 

Etant prévenus de l’existence de deux racines doubles dans 
l’équation (g) pour le cas g3—=0, nous mettons aisément cette 
équation sous la forme 
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La différence des racines, qui deviennent égales, a visiblement 
pour partie principale un terme du premier degré en 3. Le nu- 
mérateur de Ty contient donc le facteur 2} et, suivant les éga- 
lités (33, 36), (Zo+ 4) y figure au carré. 

Le numérateur de Ty) ne contient pas d’autre facteur que 
(Zy) + 4)?. En effet, quand Zp) devient infini, Ty) reste fini; c’est 
ce qu'on a déja observé tout a Vheure a propos de V’hypothése 
A =~, quirépond a ce cas; par conséquent, le numérateur de Ty 
est du méme degré que son dénominateur; d’ot la conclusion 
annoncée. 


Il est done établi que lon a 


le coefficient ~ étant purement numérique. En déterminant ce 
coefficient, nous aurons une nouvelle preuve de la composition 
du numérateur. 

Quatre égalités pareilles ont lieu a légard des autres racines 
Z,, Zs, Z3,Z,. Le produit des cing quantités T),T,,T.,T3,T, est 


fourni par la relation (12); en sorte qu’on a 


W 2 
612 ok — 55o5 A? [ A (=) - 


\ 


suivant les équations (34, 35) 


Z+4\2 : 912 . SES 
i j : pee aa Gy teipy 2D 
( Z ) a= 3% fi-= 0) Be ee Ke 


‘Il en résulte 


~ 


Revenons a l’inconnue X; nous aurons 


a ae 
%)= 73 (GO 2 
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en sorte que les cing racines de |’équation (35) sont comprises 


dans la formule 


KI 


2 


, aj | (tn = €) toi Opt) (tae — tues) | 
2 Xe = 5 ‘ LS, Vas t 
) u, Vv | A 


(ee) 


ot. les indices sont entendus de la méme maniére que dans la 
formule (28). 

Nous en avons fini avec la recherche des équations les plus 
simples dont dépend le probléme de la division des périodes par 5. 
Ces équations, du cinquiéme degré, ne sont point résolubles par 
radicaux ; on en aura la preuve quand nous montrerons, un peu 
plus loin, que toute équation du cinquiéme degré, par l’extraction 
de racines carrées, peut étre ramenée a ces équations particu- 
liéres. Sur ce fait méme se fonde la résolution de l’équation gé- 
nérale du cinquiéme degré par les fonctions elliptiques. Pour 
cette résolution, comme aussi pour le probléme de la division 
par 5, il est utile de savoir exprimer les racines de nos équa- 
tions au moyen de séries. C’est a ce point de vue surtout que le 
choix de ¢, au lieu de z, se recommande. En nous fondant sur les 
développements déja connus, nous allons donc examiner le déve- 
loppement de ¢ en série ou en produit. Mais, comme ces dévelop- 
pements devront étre considérés plus tard, pour des quantités ana- 
logues, dans la division par un nombre quelconque, nous allons, 
pour éyiter des redites, les envisager immédiatement dans leur 


plus grande généralité. 


a ae 270 


Développement de ¢ ( =| e en un produit. 


Au Chapitre VI du tome I (page 191), on a vu s’introduire les 


iio 
8 nota pe 294 . . 
trois quantités o(@)e , dont les expressions par les racines e, 
rendent évident le réle dans la division des périodes par 4. Nous 
les généralisons maintenant, en considérant, pour un nombre en- 


tier quelconque n, la quantté 


2% » 1 ) iW 
; ~ (208 e1e 20 eset 
(38) 1 (AP) atts ( *e nm? , 
\ n 
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ol 2@ est une période. Le facteur AY est introduit pour fournir 
une fonction homogéne du degré zéro. 

Quand on ajoute une période a l’argument d’une fonction 2, 
cette fonction ¢ se reproduit, multipliée seulement par une expo- 
nentielle; c’est donc une pareille modification que subit la quan- 
tité 2 quand on modifie 2 en y ajoutant le produit d’une période 
par v. Mais ilimporte de remarquer le cas ot cette période ajoutée 
est2@. Ona 


D’autre part, si, au lieu de 26, on prenait, pour former i, la 
période 2(n-—+1)6, il faudrait, au second membre (38), mettre 
(n + 1)% au lieu de %. La relation 


anw@ é 27,0 ee 
Sata) = esate gS 27a(- =H 
n =e ne e fe 7g 


combinée avec la précédente, donne 


- ) (2+ 1)0 ) fee 
C \ — Saas IN — . 
39) aes ae 


C’est le résultat que nous voulions établir. On doit se rappeler 
jue < est égal a —1 quand 6 est effectivement une demi-période ; 

est égal, au contraire, 4 +1 quand 6 est une période. 

Soient 2 et 20! les périodes que l’on choisit pour former la 


po 


(0) 


quantité g, qui apparait dans les développements en séries ; on aura 


Oo=kw+k'w', 


ket k’ étant des nombres enticrs. Employons la quatriéme for- 
mule (22) de la page foo (t. I), savoir : 


2 a—l1 - Nt z2 = NW z—2 
ee DIY SAS aes I g & I g Ss 
CPG AD ae ( j ud I] ) 
™ 2 I Opes , I - Gis 


1TIt 


’ Mf == OE Mino 6 Bene ee 
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20) : 
Nous y mettrons —au lieu de uw. On a d’abord 
7t 


me : es : recat! th 
Hu? 270? 20 (3 Kin 270 kkh'in kixnw 
= = — Qo + ) = Boat 7 Na 5) 
20 n2w nw \° 2 n2 n2 nO) 
qe aNd) kh itt (ey 
e ~ 20) =e fe n> qd 72 


Si, pour abréger l’écriture, on pose 
1 iTw)' 217 
OF ee, Gh = Geog 


ois 
apres avoir multiphé par A'*, suivant la formule (t. I, p. 402) 


gy  & 4 
(40) Riera ag oll) 


on obtient le développement demandé 


20> 4 ( : ae ra 
aw, (=) ga? Qk')n (1— ah Qzt') | [c — ah Qmn+2h") (y— yk Qmn~2k'), 
7 


m 


Les quantités 4,,. 


Nous avons précédemment, dans la division par 5, été conduits 
a distinguer les diverses racines par un indice pu, choisi de telle 
sorte que la racine d’indice p. corresponde al’argument }(w/ + pw); 
tandis qu’une autre racine, sans indice, correspond a l’argument 
w. Cetle notation se rapporte, dailleurs, 4 un choix arbitraire 
des deux périodes 20 et 20’. 

Il y a leu, dans le cas le plus général, d’employer une sem- 
blable notation. Nous considérerons (m-++1) arguments w, 6%, 
eee (Ye elm IS tans & 


2 2 
(42) ie Wy = — (wi pw), (Onur ree 


Avec chacun d’eux, nous envisagerons ses multiples en nous bor- 


CHAPITRE Tf. 23 


nant a le multiplier par 1, 2,..., (2 —1). Ces (nm —1) multiples 


, 20 
sont, tous, de la forme ae Pour chacun d’eux, nous prendrons 


la quantité 4 et nous ferons le produit de ces (nm —1) quantités d. 
Pour une raison que nous allons d’abord reconnaitre, nous envi- 
-sagerons ce produit comme un carré; nous’‘le dénoterons par 
f? ou par O09 suivant qu’il dérivera de sv ou de my. Nous posons 
donc 


(43) 


B27) @ 


2rd 2 (1—-— 
Z = G iy no ( ) 


= sd 
de 1 


pourvu que © ne soil pas une période, ce quia lieu effectivement 
quand 26 est égal anw ou a nw, 20! et 2 formant, on le sup- 
pose, un couple de périodes primitives. D’autre part, d’apres la 
définition de i, si lon y remplace © par (n —7')6, il faut, au 
second membre (38), mettre aussi (7 — 7) % au lieu de %. Lridentité 


27a@(r—1)\2 aNd 12 ay ele : 
ie : 270( 1) 


e TE —e tye e . 


combinée avec la relation précédente, donne done 
\(n—r)w = K(7rw). 
Si done nv est un nombre impair, les seconds membres (43) sont 
des carrés et l'on peut en conclure 
6 =)w. Jaw... AL (n—1). 
Quand nest pair, ily a un terme milieu 2.6, que déja (t. I, p. 401) 


nous avons vu sous forme de carré, et 9? se présente encore sous 


forme de carré. 
Dans le probléme de la division par 5, les quantités 9? (avec n = 95) 


se présentent d’elles-mémes ; on a, en effet, 


Bae Ow j 
OF in 6 1 
2W 4 AK) 2 A Gaines 
/ = = ay nt 5 
a—b=p— D-—- = < = A&§-!, 
(44) J 5 J a 2 AW. 20 
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1 
Par conséquent, au facteur A® prés, les racines ¢, ¢, coincident 
avec les inverses de f? et de 4. On comprend maintenant la rai- 
son pour laquelle il y a lieu d’envisager, dés a présent, les déve- 
oppements de ces quantitds 9. 


Développements des quantités 4,, en produits. 


Le role dissymétrique que l’on fait jouer aux deux périodes 
20/ et 2m dans la quantité g entraine une différence entre les 
développements de 4 et des quantités analogues 9. Pour 9, la for- 
mule (41) donne d’abord, 4’ étant nul, 


1 wh i‘ 
Kikw) = iq’ mea pe ah) | [o- ah Qmnry (t—a-kQmn), 
m 


En prenant successivement & = 1, 2,...,(—1) et multiphant 
membre & membre, on obtient, pour les premiers facteurs, le 
produit 


/ 1 —n(n—1) 1\ n—1 —(n—1 jit A 
( 6 \ n-1 =e ———— nats mine 
= ma ’ ~ Z 6 
ud / 2% 2g | nN.€ = nq . 


Le terme général 1 — a*Q™" = ; — akg™ fournit le produit 
; . if = Gun 
—aygqirt — g2qim TG IN gy HEN, ee = 
CSG ee POE Non 5 (Th GE NG) =7 


c'est le méme résultat que fournit le terme 1— z-*Q””, en sorte 
que l'on a 


es oa 


ae puma [— gq 2 
(45) \2=ng 6 i] peed ) ; I = Me NAD =. 55 SD 
\ 


— Gee 


Nv 


4 ere : ‘ BR of DO 
Considérons maintenant 97 et, pour ce but, prenons (= ) en 
: Vv 
supposant 
2® 


SS) SS hwy, [fe h ih, — h. 
n : : 


On aura, en ce cas, en meltant 2p au lieu de m, 


yak Qmn= 2k! = y=hu QO2pr=2h = (a¥-Q?2 jpr=h si 
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car % est une racine ni'™* de l’unité. Les facteurs 


Toes tou Q2n' jp Ss eb Quint 2h! 


de la formule (41) donnent ainsi des facteurs ayant la forme 


T= (a Q2) prt h, 


ou p=o0,1,2,.... 51 lon prend tous les pareils facteurs, avec 
h=1, 2,...,(m—t), les exposants pn + hreproduisent tous les 
enliers positifs, chacun une seule fois, 4 exception des mul'iples 
de n. De méme, les facteurs 


i= Quin — 2h! = {— (ab Q2\pa—h : 


dans ces mémes conditions, reproduisent les mémes exposants. Le 
produit de tous ces facteurs est ainsi 


TL DARG NS 


ll == ( gp: 2\p 2 =e oT n : 
[1—(2 eee. Doe —¥ , Ty Ge) se tey eter en 
[1 — (2% Q2 er . 


8 


En dernier lieu, les facteurs 


en sorte que l’ona finalement 


: mii m 
(n?— 1) 07 n—\ Se Ein pa” 


: , - I— é 1 7 a 
Poe Gere gg TT lr 


1— gl 


L’attention est, de suite, appelée sur le produit de toutes les 


quanutés Ope 
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Pour une méme valeur de 4m, non multiple de 7, les facteurs 


(mim m 
n n 


G9 


Di 26 


ou p= 0, 1,..+,(2— 1), donnent le produit 1— g”, de sorte 
que les factorielles Il des diverses quantités 5 fournissent, pour 


[lc-o. 


ot 4m doit étre non multiple de n. C’est justement Vinverse de 


produit, 


la factorielle qui figure dans 4?, en sorte que I’cn obtient 


n(n—1) iv 


(47) 07 Oe Oras. Ogee rent), ale we 


Au cas. == 5, 0m a ainsi 
(6050; 95059,)2 = 5 
: , ae A | eal 
et, par conséquent, suivant l’égalité (44). 


tly ty tts t, = § A2, 


ce qui est conforme a l’équation (g). 


Développements des quantités 4, en séries. 


Les factorielles qui figurent dans l’expression de 9; se dévelop- 
pent en séries, d’apres une formule extrémement remarquable. 
On la doit a Euler et elle se démontre trés aisément par la consi- 
dération des séries 3S. 

Prenons l’expression de Sy en série et en produit (t. I, p. 409), 
en y metlant z pour l’exponentielle e’*”, dénotant, de plus, les 
nombres pairs m par 2p, les nombres impairs n par 2p —1. Nous 
avons ainsi 


ap cs) os 
S (ane grate = Ile — g?P-1 32) (1 — g?P-! 3-2) (q —q?P). 
=e 1 
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Désignant par x une variable, prenons 


Nous avons alors 
Op Pe = gsp-1 5 Ope Z7-2= uP? , q?e =_ x3P, 


On voit que tous les nombres entiers positifs sont reproduits, 
chacun une seule fois, dans les exposants du second membre; par 
conséquent, 


“+ P(3p+) 20 
d (= nee ; =| [ (t-- @P) = (1— x) (§1— w) (1— @)... 
Se. i 


Telle est la formule quia été trouvée par Euler et dont il a 
uré des conséquences arithmétiques sur lesquelles nous aurons a 
revenir. Elle fournit, notamment, pour le discriminant, un déve- 
loppement dont nous n’avons pas encore eu occasion de parler. 
D’aprés Végalité (40), en effet, il en résulte 


(Rp+1)? 


ditt. ies ae 
vo = Y (Hye grr = Veg TE 


Nous désignerons par F(¢) cette série 
+0 


(48) F(¢g)= yx(- 1)P qP(3p+)) — 1 — g?— gi + q'04- glt— q.... 


—o 


Pour les quantités 9, les développements (45, 46) donnent 


2». 
| Seg te, 


F(q) 
(49) d WIT ') 
n—1 (n?—1) iT n—-1 o a Beas 
] O,=22 e€ 127 — q ~ 12n eee ee 
ous (q) 


Un autre développementa été trouvé au tome I[ p. 259, €q- (47 We 


(/(2)° 4 x epee 
ube Sy op eng 
seg A 


ao 
Al 
= ie . (—1)P (2p +1) qP (pr), 
0 


savoir 


(50) 
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en sorte que la comparaison avec l’expression ci-dessus donne 
(51) F3(q)=1— 392+ 5q8—7 q+... + (—1)P (2p +1) ger... 


Il en résulte pour 9% et 83 des expressions explicites par les 
quotients de deux séries. 


Les quantités ( dans la division par 5. 


Les quantités 9, 4, sont au nombre de (rn +1); on peut les 
réduire 4 des quantités distinctes, en nombre moindre. Nous nous 
occuperons, quaut a présent, du seul cas rn = 5. On a, ence cas, 


Dans la série I’, en numérateur, envisageons les termes pour 
lesquels le nombre p, de la formule (48), est, ou bien multiple 
de 5, ou bien multiple de 5 plus 3. En ces deux cas, l’exposant 
p(3p-+1) est un muluple de 5. C’est, en outre, un nombre pair. 


Witt 
La quanulé e * , élevée a une puissance marquée par cet expo- 
sant, donne lunité. Le numérateur est donc partiellement com- 
posé de la série 


F,=144 G? q° pe Oh re a 


provenant de ces termes et ot u n’apparait pas. 

Envisageons, en second lieu, les termes ot p est multiple de 5 
plus 1 ou plus 2. L’exposant p(3p +1) est alors de la forme 
1op’+ 4, etVona 


f/ Wit 1\10p'+4 “Wik % 
(eq) =e s Pq?’ 


L’ensemble des termes y??’ compose Ja série suivante, changée 
de signe 


92 


pS 1 ONS Oe OP OP os rec 


Enfin, les termes ot p est multiple de 5 moins i sont affectés de 
Pexposant p(3p-+1), qui est de la forme 1op’+ a2, etl’ona 


vim 1\10 p’+2 QUIT 
e? gq’ =e 3 


ott no 


hase 
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Vensemble des termes g?? compose la série 


1+ g!9+ g20— gi0,,., = — F(q5). 
Effectivement, en supposant p= — 5a—1, ona 
(6p+1)? R/6a+1)2 


Cnr g 312 —(_1)t+1¢ 42 


On a, finalement, 


é 1 QUIT 1 Quit 11 


- F(g)0y= gs F(q3)— he ge PR a2 e 5 q paroe 
tandis que la premiére formule (49) donne 


= 
F(q)0 = v5 q3 F( qs). 


Développement des racines de la résolvante du cinquiéme degré. 


Il nous faut, des expressions trouvées pour 4 et 4,, déduire 
lexpression de X,, racine de Péquation (35), fournie par la for- 
» (255 
mule (37). 
Pour abréger l’écriture, posons, un instant, 


11 2iT 


1 
4 = ens = 
g* F(q*)=., GPRS 04; q'* Fo= 02, C2 = 4, 
Ing )0 c= 6, F(q )Ou= Sus 
Nous avons 


Sy = 0 + abe g — a-F Py 5 


U. 


nous en déduisons 


Su — Spy = 2 PV(E — @Y (04 GA TY po ) 


el, par suile, 


3 — Su+4 = Cif ass (ene) at epee ey) M9, (ho gio OU 3 

52.) « , ; : 
ko?) { Syt2— Sy43 = a-V-3(1— x) (0+ oP.) = o2(1— a)(a-Po, + aly). 
De méme, ona 


Se Suey 20 — PT =a) hy —— BMG), 


<9 | Su+ir Sy+y = 2° A—V—4#(1 -+ a3) (9,-— a2 2), 
(93) 


( Suse Suss = 29 — a-P-3(1-+ @) (9, —- aM og). 
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30 
Ces derniéres égalités peuvent étre transformées si l’on observe 
que # est racine de Péquation réciproque 


at a8 + a+ yg +10, 


dont la résolution donne 


(V5 -1)= a+ - =a(1+a)= = 


2, 


Pier oe ea ! t= 2 . 
2 t 5 t = 
- Vol 


Les derniéres formules s’écrivent done ainsi 


y/o =a) [V5 221) (= et pe av», 


(94) . owes 
| Supa Su+3 = 2 (V5 + 1) (V5 - 1) 0 + alo, av» |. 


N 2 Aes oe 5 eid 
Nous avons enfin s = Vov el, par suite, 


($+. Su (V5 + 1)e — AV, + AU V9, 


oa: V2. 


(55) ‘ ang 3 ; 
ee f= (V5 —1)e + ae, 
Nous allons multiplier, membre a membre, les égalités (52 a 55), 


en observant qu’on a 


a8(1 0) =? = 1 oe oa tS 


remettant § au leu des et extrayant la racine carrée, ce qui donne 
F3(¢)[(62— 06.) (Op41— 9644) (06 42— O2+3)]) 

= V5 (a-e + av) [a-Pe,—(V'5 ae i)e — ath, | 
x [ae e, + (7/5 at) e — alps]. 


hes 


Le produit des quantités 4 est égal a V5, suivant l’égalité (47); 
divisant par ce produit, puis revenant a X,, que donne la rela- 


tion (37), nous avons enfin 


f V3 F3(q¢)Xy=( 4-2 4 + av 9) [a-P-e, — (5 a 1)e ~- aV-o| 
>< [aver + (5 —1) o — ato. 


On a ici fixé, arbitrairement, le signe en extrayant la racine 


(56) 
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carrée. Cela est permis, a condition que l’on choisisse en consé- 
quence le signe de la racine carrée en , au dernier terme de 
équation (35). 

Or, pour g3, ona le développement suivant (t. I, p- 446) 


pH=e 


6 = 
e CT aK Loe 
Roe ia 63 3 1— q?P 


ps3 
On en déduit 


rae 27 T 2°ge2 
vj i= ara) ea 


en sorte que la partie principale de (a est 


- C’est aussi 


277 
ce que donne la formule précédente (56); en y prenant la partie 


principale, on a 
1 
V3 NG SS OT re eG Ppa 


Le produit des cing racines donne donc 


Mga, SX 


On ne peut manquer d’observer le cas particulier J =1, c’est- 
a-dire 23 = 0, dans lequel une racine X est nulle. Parmi les quinze 
facteurs qui figurent dans les expressions, analogues a l’expression 
(56) de X,,, il en est donc un qui devient nul, suivant le choix 
que l’on a fait de g et de sa racine cinquiéme. 

Dans ce cas g3= 0, sil’on suppose gy réel et positif et qu’on 
prenne, pour w’ et w, les demi-périodes dont l'une est purement 
imaginaire, l’autre réelle (w! = rw), il est visible que Pon aé¢ = ¢y 
et ¢,= ¢t,. C’est une conséquence immédiate de la relation 


p(tu)=— pu, 


quia lieu (t. J, p. 32) quand gs est nul. Comme o! est égal a ro, 


les arguments 
20) 2.(' + p.0 ) 


C= =) Wy, = 
v 5 
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sont liés ainsi : 
(oy vee Y= — 1; 


d’ot résulte 
X=—wDB, UL, = TL, iP = By ies Ui 
C’est donc le facteur commun a s,-+ 5, et A sy)+-s qui est nul: 


1 


of eS ce 2 lees 
(V5 +1)o— 1+ m= 0=9 | (54 gt Rig) — Beg F, |. 


“ 


1 
Nous rappelant comment I (g*) a été décomposé en trois parties, 
observant, en outre, que g est ici égal a e~*, nous obtenons ainsi 


Peis, TT 
(57) Joe * F(e$t)= al 5), 


ott F désigne la série (48). Ce résultat ne doit pas surprendre. Il 
résulte de la double égalité 


58 3 See oe 
(58) say /Eqtin(gy=(/2 gi? Fig), 


que Von trouve par Vinversion des périodes. Il suffit, pour obtenir 


Cr 


Pégalité (57), de supposer ici pole 
3° (97)s jee iO 


Ul 
; Pat : : ~ ¢ 
Plus généralement, si, dans la relation (58), on suppose — =n, 
2 : tu 
on obtient 


TT (n2=1) 
Fle 1) — /nFle-n)e Hee 


“) 


cest-a-dire, a légard des quantités § pour n quelconque (49), 


n—1 


ype ij 2 6, 


dans le cas ott l'on a w'= Zw, ce qui correspond a g3= 0. 
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Revenons a Xy, donné par la formule (56), que nous écrirons 
ainsi 


V3R8(q)X= (Fy + 9? Fa) LV5E(q5) 9? — Fig) V5 Figg? + Fg?) 
Te 
= (F, +g? F.)[5g* F2(g3)— Fo(g) |, 
q° 


de sorte que les cing racines s’obtieunent par les diverses déter- 
mimations de la racine cinquiéme de g. 
Si Von pose 


en sorte que le dernier facteur dans Vexpression ci-dessus peut 
s écrire ainsi, sous forme symétrique, 


IU 


ay 8 ee Dian y a ale 
[2° F2(g3)— wag F(9i)]. 


w' q30 
Résolution de Véquation du cinquiéme degré. 
Il s’agit de réduire une équation du. cinquiéme degré quel- 


conque a la forme (35) de la résolvante en X, que l’on vient d’ob- 
tenir. Nous suivrons une marche inyerse et, partant de l’équation 


(59) f(¥)= X54 42X84 5X —h=o, 


nous chercherons dabord la transformée que l'on obtient en pre- 
nant une nouvelle inconnue u, 


xX? -+ 1 
60 i —— 
R60) 9, EEE 
c étant une arbitraire, qui va figurer dans /(c), /"(c), .... Nous 


écrirons, pour abréger, /, /”, ..., sous-cntendant la lettre c. 


Til. 3 
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Ona 


4e(c2+1) ! (eede Es 


u2= X?+ 2¢X + 3¢c?4-2- - 
xX—ec (Xe 


Jae 


Lu =5e>[(e? +1) S 


: 10 , fe Sift ee Es 
BU BOE GLC OF = (GPs ( ; = > 
my fas 


T 
(Sura tvs = Soe bees ae -(c?—+ 1)? oa 
’ re) 


J 


Les coefficients des termes en uw‘ et uw? sont ainsi déterminés 
dans l’équation cherchée. Si on la suppose mise sous la forme 


Jule + 5S Mut olive... = 0 
et qu’on substitue les expressions trés simples de /’ et f", savoir 


ff =$8(e+ 1), if, = OOCsa 1) 


on a ainsi 


(61) M = (c2+-1)3— ef, L = (c2— $) f—e(c?-+1)3 
ou bien 

M =—{ct—oc?+ he+1, 

L= &c?—he?—&c+$h. 


Le dernier terme de l’équation en w s’obtient aisément par le 
produit des racines : 
TC Ge ea) f(t 


ome ker | Tl. = aaa 


Quant aux deux autres termes, ils manquent dans l’équation. 
On a, en effet, 


4 ee. 
Sera Lo. 


Ces deux sommes sont nulles, puisque les polyndmes numéra- 
\ 
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teurs sont des degrés 3 et 2, inférieurs, de plus d’une unité, au 
degré de f(X). 


L’équation en uw est donc la suivante : 


f.w+5Mu'+ 5Lw+ V+ =o. 


En posant w= <, on a la transformée 


~ 


(62) 2+ 5lg2+5mz+n=o 


avec les coefficients suivants, ot. l’on a remplacé h par $VJ —1, 
comme dans l’équation (35), 


\ 


Ras, 2\8 2 iad Bare e\° 
(63) oor(2) Te ee are (£) M, hin =(2) f 


\ 


C’est maintenant le probléme inverse qu’il faut résoudre, c’est- 
a-dire tirer les trois inconnues 0, c, J de ces équations (63), 
ot J, m,n seront donnés. Pour ce but, nous allons faire connaitre 
une identité que lon obtient comme il suit. 

D’aprés les égalités (61), ona 


(64) eM+L+ff=0, cef+M=(ct+1)3 
ou, en négligeant les multiples de (c?-+ 1)?, 
ee ee 
Dans le polynéme, du huitieme degré, 
: cL? ae LM + BL f+ yM2, 


on peut donc choisir les coefficients a, (3, y de maniére a le rendre 
divisible par (c?-1)*; il suffira qu’on ait identiquement 


o2(c2— 4)? —ae2(c2— 4) + B(c2— 1) + yor (e241). 


Voici done ce polynéme : 


c? L2— +*eLM — 3L f+ 5¢M?. 


Les coefficients de c® et de c7 y sont nuls: 


8\2 A dipole 8 8 64.1 
Sa 5g es = 0) 


—t2n—Yr+3h=0. 


36 TROISIEME PARTIE. — FRAGMENTS. 


Le polynéme est ainsi du sixiéme degré seulement; c'est (c?+ 1)* 
avec un facteur constant que nous lrouverons en prenant == On 
Voici done Pidenuté en question : 


rt 


ce? L?— 42.¢6LM — 3L f+ $M? = (h?24+ &)(ce2?+1)? = S5I(M + cf). 


En y substituant L, M, /, urés des relations (63), on obtient 


(65) c#( 1262 48 Imp — 31n + 4 m2) = 93(mp + ne?). 


La premiére égalité (64) donne 
(66) (me+ 3n)c?=— 1p?. 


Eliminant c, ona une équation du second degré en 9, 


64% 


(67) 22(0o2— 4 Imo —3in + Sm?) + (mp + }n)(Ine — m2p — mn) = 0. 


La précédeute (66) donne c? en fonction de p. Pour obtenir h, 
on peut, des égalités (63) et (64), conclure 


M M mo 


cf+M  (c?+1)8  mo-+ ne? 


et, d’aprés expression de M, 


m(c?-+-1)89 
mp + ne 


l 


(68 ) ho = xe f 


w 


i) 
io) 


On a, de la sorte, en fonction de /, m, n, la constante h de 
Véquation (59); Vinconnue z de l’équation (62) est exprimée en 
fonction de l’inconnue X par la formule 


: > 2052) 
(69) o = o(XtaE 1)" 


Lirrationnelle 9, racine de l’équation du second degré (67), est 
essentielle dans cette formule; mais la nouvelle irrationnelle cn’y 
figure qu’en apparence. De l’équation (5g) on tire 


pour en conclure 


o[ he — o2(X++ *o X24. 5)] 


(70) B= 
C2(CX2 21) CX ek) 
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Dans cette derniére formule, on ne voit apparaitre que c? et 
he, fonctions rationnelles de 9, comme le montrent les égalités 
(66, 68). A la vérité, A lui-méme est nécessaire pour composer |’é- 
quation transformée (59); cependant cette équation ne change 
point sil’on y change, a la fois, les signes de h et de X. Puisque la 
formule (70) ne contient que des puissances paires de X, il est 
done clair que Virrationnelle h est étrangére au probléme. C’est ce 
qui apparait plus nettement encore si l’on envisage la transformée 
(32), ou Pinconnue est Z. 

Par les égalités (33, 34), ona 


; 3 hT a = 4 
Se Se mae ere ae aay a 
Il en résulte 
ae = 2 Se hig pele gs 
Ma) So OS pat ie Aa eer ae 


dans cette formule n’apparaissent que he et c?. Enfin la constante J, 
qui figure dans l’équation en Z, se détermine en fonction de ¢ 
seulement comme il suit. 

Des égalités (63. 64), Urons 


64 62 (62 = 1)F 


* eke Se ES 
9 c*(mo -+ nc?) 


puis substituons lexpression (66) de c?. Il vient ainsi 


(Oy) Sa) = ea 2s 


Parmi les cas particuliers, nous signalerons d’abord celui ot 
Von ac? =—1. Soitc=—1; Végalité (60) devient 


aie 


La substitution directe dans l’équation (59) donne, pour 


0 : 
s = —., la transformée 
tu 


(8 — th) 25+ 229322 -+ 5p'z+ pi=o. 


38 TROISIEME PARTIE. — FRAGMENTS. 
Ce cas de l’équation (62) est caractérisé, on le voit, par la con- 
dition 


(73) 3in —4m2= 0. 


Cette condition satisfaite, l'une des racines o est déterminée 


par Pégalité 


n 4m 
P SS SS = == 5 
me 3) 
il y correspond c? = —1 et 
8 ni 
ae Ch aras * 
3 me 


r 


De cette derniére égalité, ot on mettraz au lieu de c, on 


64 n* /16 ne 
dl = = ca = > 
9 me \ 3 me 


\ / 


conclura 


tandis que la formule (72) présente son second membre sous la 
forme indéterminée. 

Il y a cependant un autre cas, fort différent, ot c? est encore 
égal a —1. En supposant c==7, ona 


f=ii—h, 
et, d’aprés les formules (64), 
Maia; LSet 
Les formules (63) deviennent 


7 ae oy, 
Sel l=— if 0°, 7 IJm=— tf 0, St In =— if 03. 


i 


On en déduit 


(44 J)? (3in— 4m?) =o. 


Donc, 3én — 4m? étant supposé différent de zéro, on voit que J 
est nécessairement nul. L’équation en Z ayant alors une racine 
infinie triple, il est clair que c’estici un cas limite. La formule (71), 
quand on y suppose Z infini, donne, pour la partie principale 
des, 
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Cette quantité peut avoir une limite finie si ¢ tend vers z, en 
méme temps que / tend vers £7. 

C’est aussi ce qui apparait sur la formule (69). L’équation en X 
ala racine triple X = 7, pour h = £7. Supposant donc cette valeur 
de h et ¢ infiniment voisin de ¢, Pégalité (69) donne s sous une 
forme indéterminée quand X devient égal a ¢. Mais, pour les deux 
autres racines X, on aura 


Cette considération fournit le moyen de caractériser ce cas par 
un calcul direct. 

L’hypothése h = *7 donne 
2.0 


=(K—i)+5e(X—1)— =. 


vo 
(x7 


De la vient, pour z, en vertu de la relation (74), cette équation 


22%— 39% -+302=0. 


oO 


Ce dernier trindme, du second degré, doit done étre un facteur 
du polynédme (62); on a donc identiquement 


VA 


ae 7 3 An 
4(4°+51l52+-5ms+-n)=(242—392-4 302) (2% 3p 22+ — 922-4 : = IIe 
3 


c’est-d-dire 


L’élimination de ¢ fournira la condition caractéristique de ce 
cas oll, comme on voit, ¢ est rationnel; le premier membre de 
l’équation se décompose, par conséquent, en deux facteurs ration- 
nels, Uun du second, l’autre du troisiéme degré. 

Un second cas a signaler est celui ot ¢ est infini, ot, d’aprés 


Pégalité (71), ona 


Prenant, pour point de départ, l’équation en Z, on voit que ce 


cas est caractérisé par la condition 


(75) in —8m?= 0, 
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et que l'une des solutions donne les résultats suivants : 


n &m I n* 
=e == c=, i 


ae Sept *) 
¢ 3m 30 


~~ 96,338 ms 

On peut encore fixer l’attention sur le cas ot, l'une des valeurs 
de o étant zéro, ¢-est nul aussi. Si l’on prend, en outre, o6:¢ = 1, 
on obtient ainsi l’équauion 


qui joue un réle dans les importantes recherches de M. Gordan. 
Nous n’aurons pas a nous en occuper. 
les cas particuliers précédents induisent 4 modifier les for- 
mules par l'emploi de notations convenablement choisies. Nous 
poserons 
ie 


\ in =, a, =— ie 
me 


(76) 


Nin poet al “ 
; ((n — m2)o —3 mn = m7, 


et nous rendrons les formules homogénes a l’égard de § et 4. On 


trouve ainsi 


I ; 64, U 
[202 Ime —3ln + — m?= ——_, 
9 


3 


U =(4p.— 3))3 22+ 9(64 2 — 80nd + 4 2)Eq -+ p(B — A)? 42. 


Cette quantité U est homogéne aussi Al’égard de y et h. L’équa- 
tion (67) prend alors la forme 


aS aN Ss = 
(Gi) U + p32 Néxq = 0. 


L’expression (66) de c?, rendue homogene, devient 


ot l'on a pose 


V =(4p— 3A)E24 S5yby + pa?. 
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En la rendant homogéne, on obtient 


ee 
q[(e—A)E + pale 


ou encore, faisant disparattre N par le moyen de l’égalité (Ele 


1V3 
sl ee tee ae 
pér2[(—A)E+ py 5 


Dans cette derniére formule, J apparait comme dépendant de 
deux variables, les deux rapports u:) et 17. Les deux quantités 
J et J,, qui correspondent aux deux transformations d’une méme 


equation (62), sont alors liées ainsi : soient 


on aura, suivant (77 ), 


(78) (44 — 3))38E, = p(8Bp— AP ays, 


tandis que la quantité N, caractérisant, avec le rapport wth, 
Péquation (62), est déterminée par la relation 


(79) (44—3A)3(Eqi + 421) + 21 (64 p2-- 80d + 4 2) a4, + pBN qq =o. 


Nous devons examiner le cas ot l’équation (62) en < a une ra- 
cine double. 

L’équation en X n’a point, en ce cas, de racine multiple; on a 
vu, en effet, que les racines multiples de cette equation (et ce 
sont des racines triples) se présentent dans le cas J = 0. En con- 
séquence, deux racines X et X! correspondent, a la fois, a la ra- 
cine double z, suivant la formule (69) 


On a donc 


(80) Ke XS], XX!=1-+ 


Saxe) 


On doit avoir aussi 


{LX )— F(X) ee TNO ade Meo a ay 
=- — = a 4 3XX‘(X +X)? 
9 XX (X + X’) 3 ( ) 


Ne RS AX SS, 
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Substituant les expressions (80) de X + X/ et de XX’, puis, 
(Vaprés (66), remplacant 


motxzn 


ae: i 
; ae LO GUC Oat ti ee ee ae 
+ Pe; dares i eit in ie 
a [LG a 


Une des racines ¢ de cette équation s’offre immédiatement par 
i’observation suivante. La quantité z, racine double de l’équation 
(62), satisfait a l’équation suivante, dont le premier membre est 
la dérivée de 


(s?+ 5l3?+5ms+n), 


é ° i] 
et multiphée par = 3‘: 
I potas 


ay la 


prise par rapport a 


(82) 3 


En prenant donc 9 = #3, ona 


ht! , 
To 71 fo 7 4 
3 = 1 Ti = 5, ®( — Zz) = 0 
Lz? ZB 3 5) 


Avec cette valeur dep, ona 


par conséquent, c = + +. Le signe de c¢ étant indifférent, prenons 


le signe plus; les égalités (80) deviennent 


o|a 


X+X=1, XX’ = 


Ces conditions sont effectivement remplies par deux racines de 
Véquation en X dans le cas ott Von a h=7, comme le montre 
Videntité 


aX t= Xe tex 5X rx 


De. Owes € 


ie 
| 
A 
+ 
wl 
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On trouve alors, en mettant c= tala place de X, 


1. 
3 


et, d’aprés les égalités (64), 
[ee vies. 
oe 


D’autre part, 


pe ic hers: ; 
Sue Re ee a= (2) = = (3) : 
9 9 9 9 3 


En mettant += a la place de 9 dans les égalités (63), on a main- 


tenant 
Lis 2, i ne t= Be. 
Dénotons par so, au lieu de z, cette racine qui doit étre double ; 
nous ayons, pour Je polynéme (62), l’expression 


ae?) 
Be S 


Bias 


— 
ioe) 
bo 


el ue 
ay 
o 
Ny 
ws 
eS) 
ou 
\ 
es 
ta 
by 
—S 
Ww 
— 
q 
a 
| 
+ 
) 
ta 
cS) 


wlan 


par ot l’on voit que Zo est bien, effectivement, une racine double. 

Nous n/ayons pas ainsi obtenu le cas général ot le polynéme (62) 
aurait une racine double. Pour ce cas général, il doit se trouver, 
dans le polynédme en z, une arbitraire de plus, et ce polynéme 
aura la forme 


B+ 5122+ 5m 2S 4+ nN =(2—- )* (22+ 24)2 + 32426 +8), 


(apres laquelle les coelficients sont déterminés comme il suit : 


lO) Tf (a (amon O| = Ben ee QoS Bye eS ee) 
(84 ) 5t = 6 — 422, DI 29323 — 28), fb =) 5, he 


Pour ce cas général, ott 6 différe de iz), il est clair que la ra- 
cine p= +42, de I’équation (81) ne peut convenir. La seconde 
racine convient donc. Il faut done, de toute nécessité, que les 
racines o de l’équation (67) coincident, toutes deux, avec cette 
unique racine de l’équation actuelle. En d’autres termes, /’équa- 
tion (67), ene, aune racine double en méme temps que léqua- 


tion proposée (62), en 5. 
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Nous vérifierons cette conséquence par un calcul direct. Cher- 
chons d’abord, par l’équation (67), cette racine 0. Ona 


Le coefficient de o?, dans ®(¢), est 


m2 . 3m 1 m2+3mlz+ Pz 
ee = 
Pie Weg Fe 2 gh 


Comme ®(4z) est nul, on a donc 


Ss. 


@ 4 m+3mile+232 . 5(m-——-Is) 
Sets | — s4 - 
3 (2 Z* 313 
Prenant la racine s qui mest pas nulle, on conclut, pour g, la 
valeur suivante : 


ee eae Li al 2, Creag tle ae 8 
3 3(m?+ 3mlz+ I? 3?) 3(m-+ 3mlz a- 1222) 


On remarquera, en passant, le cas de I’équation particuliére (83), 
pour lequel mm — Uz, est nul, en sorte que la nouvelle racine p 
coincide avec la précédente, comme cela devait étre. Revenant au 
cas général, nous lirons de la derniére équation, en vertu de la 


relation (82), 


I 
Nvo+ ~n =— 1Z2—- ———— ee — : = 
3 3(m2—+ 3mls+ l23*) 3( n+ 3mls + Ls? 


STO ne == U3 82 lz2(8m?2+4mlz-+ 3 [2 32) 


En recourant encore a la relation (82), on voit le facteur du 
numérateur se réduire a 8m? — dn. Revenant aux notations anté- 


rieures, On a ainsi 


Lee 


6? a 
oo) e 3(m2%+ 3ml4 + 232)! 


Suivant les nolations (76), nous avons 


3m2n = 3((n — m2)é — In? 
(m?— In)(8m? — In) l 22 — (m?2-- 2 mlz + 122?) In2 
T= sles = 1222 


m2(8m2— gln)lz*—(m +3lz)lmn? 


m*+ 3mlz + [222 
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Divisant par m aux deux membres, puis remplacant 2 par son 
expression, tirde de l’égalité (82), nous en concluons 


. 1 
3m(?+ 3mlz + 1232) TEs 
(87) f O 9 92 ; 2 9 ‘ 
] = m(8m?+ 36mlz 4+ 272 32)— (m+ 3ls)4m+ 3lz)? 


== == (Des ae 
Remarquons que, suivant l’égalité (82), ona 
(2m + 312)?= 4m? 19mlz +92 22= 4m2—3ln=4u— 3). 
Nous pouvons donc conclure 


1 z2 yes 
(88) oi) === - : (CHAN —— Be 
3 te inl es est ) 


is 


Ces deux relations (86, 88) donnent 


(89) (42 —3A)382 = p(8p —d)2 42. 


Ce résultat, comparé a Végalité (78), fait voir, conformément 
aux prévisions, que la quantité 9, seconde racine de |’équa- 
tion (81), est racine double de ’équation primitive (67), si tou- 
tefois elle en est effectivement racine. Pour achever cette vérifica- 
tion, il faudrait encore substituer € et 7 dans l’équation (77) et 
retrouyer, par la, pour N= n*:m'5, l’expression conforme aux 
égalités (84). Nous ne ferons point ce calcul, vraiment superflu, 
et nous allons établir la proposition réciproque de la précédente. 

Observons d’abord que la relation (89) entre § et 7 peut étre 
écrite sous la forme 


r 
- 


(go = = 5 
a Ce Oras CAP =e 


uy 


ou Ies deux racines carrées sont enti¢rement déterminées, la pre- 
miére, comme représentant m, la seconde comme représentant 
Dai an me Oe employant les expressions (84) des coefficients, 
on a ainsi 


(gt) 5p. = 2(323—28), 5 fp—3\A =— 39(623 +8). 


Il est maintenant établi que, 2 et uw étant déterminés en fonc- 
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tion de deux arbitraires 3) et % suivant ces égalités (gi), § ely 
suivant la relation (go), alors ’équation (77) donne, pour N, la 


valeur suivante : 


ae © ae . t ee 
(3 zie 2 8))° 


Cette simple observation suffit 4 prouyer la proposition réci- 
proque, comme nous avions en vue de le faire : quand Véqua- 
tion (67) en pa une racine double, UV équation (62) en 3 a, aussi, 
une racine double. Il faut seulement excepter le cas paruculier 


~— \ 2 : at eae seers a eee mse LY ee nt ‘ 
/=o0, ou l’équation (67) a la racine double p=— x55 ety 


sont alors nuls et l’analyse ci-dessus ne s’applique point. L’équa- 
tion (65) peut alors servir 4 déterminer c?, quia deux valeurs dis- 
tinctes. Ainsi les deux valeurs de 9 sont égales entre elles, mais 
les deux équations réduites, en X, restent distinctes. 

Les considérations qui précédent ont dé faire comprendre, dans 
tous ses détails, la transformation de l’équation du cinquiéme de- 
gré (62) en l’équation particuliére que fournit la théorie de la 
division des périodes par 5. 

Le théoréme, démontré en dernier lieu, peut étre aisément 
vérifié par un calcul direct, et l’on trouvera, sans difficulté, que de 
discriminant de Véquation en pe est égal au discriminant de 
Véquation en 3, multiplié par UV. 

Voici done la conséquence : étant donnée une équation du. 
cinquiéme degré (62) privée du second et du troisiéme terme, 
on peut exprimer ses racines en fonction rationnelle des coef- 
ficients, de la racine carrée du discriminant de cette Equation 
et des racines de l’équation particuliére a laquelle conduit la 
diviston des périodes elliptiques par 3. 

Pour faire disparaitre le second et le troisiéme terme dans une 
équauion quelconque, il suffit de résoudre une équation du second 
degré. La réducuon de toute équation du cinquiéme degré a 
l’équation de la division des périodes exige donc seulement l’ex- 
traction d’une racine carrée, outre celle du discriminant. 
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CHAPITRE IT. 


DIVISION DES PERIODES PAR 7. 


Equations générales pour la division des périodes 
par un nombre quelconque. 


Soit z un entier par lequel on veut diviser une période 26; 
soient a, 8, y, 6, ... divers entiers et considérons 


220) (9,90) \ 
a=p|(—), (== 16 ( : ; 
7 . 
(1) ‘ 2O \ 200 
C— Pp > d= > 
| n n 
1 aS OAS Titre gta SoM CETTE ratios: 


Entre a, b, c, d, ... on peut trouver aisément des équations 
propres a déterminer ces quantités. Ayant choisi deux d’entre 
elles, a, b, caractérisées par les nombres « et 8, prenons lasomme 
a+; soit y=a-+ 6 cette somme. Les trois quantités a, b, c, 
d’aprés le théoréme d’addition (t. I, p. 30), sont alors racines 


d'une équation ayant la forme 


(2) 4X?— goX— g3=(AX +p)’, 


ot X est Vinconnue. On a done 


a oe oe. es 
at+b+e=;M, ab+be+ca=—tg.—yzrp, abo=t(g3s+ p?) 


et, par conséquent, 


9 


(3) (a+6+ c)( 4abe— g3)=(ab+ be+ca+t} ee)’. 


C’est, comme on voit, le théoreéme d’addition sous une forme 
spéciale ot n’apparaissent que les fonctions p. Pour cette raison 
méme, V’équation (3) traduit l'une quelconque des relations 
Gaal oe Ve 0. 
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Abrégeons le langage en désignant par (abc) cette équation ou 
son premier membre : 


(abe) =(ab+be+ca+} g.)?—(a+ b +c)(4abe — gs). 

Avec aet b, ily aune autre quanuté, analogue a c, qui donne 
lieu a pareille équation; ce serad, si l’on suppose 6=a4— ff. 
Nous avons ainsi les deux équations (abc) et (abd) et, par leur 
combinaison, l’équauion nouvelle 

(abc)—(abd) 
Res =O = (aos eal 


c—d 


plus simple en ce qu’elle est du troisieme degré seulement. La 
voici développée : 


(ab; cd)=(a— B32(e + d)—2ab(a+ 6)+ 4 (a+b) 


83: 


Parmi ces équations, ils’en trouve ou deux quantilés coincident. 
Supposons, par exemple, 8 = 24; alors 6 =—a,d=a. 

Toutes les équations entre les quanutés a, b, c, ... forment 
un systéme surabondant, en apparence; elles sont, bien entendu, 
compatibles et peuvent servir a déterminer les inconnues. Nous 
allons les envisager dans le cas n = 7 et en déduire, ainsi qu’on 
a fait, au Chapitre I, pour nm = 5, des équations contenant seule- 
ment des fonctions symétriques de a, b, c. 


Equations symétriques pour la division par 7. 


Soient 


20) {w 60 
a=p—> b=p—> Ca) 
7 7 


au nombre de trois seulement, et donnant lieu aux équations 
(abc), (aab), (bbc), (cca). 
On en déduit les trois équations 
(ab; ca), (be; ab), ca; bc), 


que nous désignerons abréviativement par A, B, C, en posant 


A=a— fa2b+ b?e+ ac — b2a — 2, abe + 3 &(a+b)+ g3=0, 
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et déduisant B et C par la permutation circulaire, remplacant ainsi 
a, b, c Vabord par b, c, a pour former B, puis par c, a, b, pour 
former C. 

Cette permutation circulaire met en évidence la nécessité d’in- 
troduire, outre les fonctions symétriques 


e=a+tb+e, y=ab+be-+ca, i= QC. 
les deux combinaisons 
u= a2b + b2¢ + ca, i = 07 a6 0-= a2 Ge 
dont la somme est symétrique, 
uU+u = ry — 34, 


et dont la différence est la fonction alternée 


u-— uu =—(a—b)(b—c)(c—a@),. 
Dans le calcul vont sintroduire aussi 
9—@Vb+~bBe+cCa, — Bat cb+ ase, 
que l’on fera aussit6t disparaitre; car on a 
2 ’ 2 


(4) 9= Ur — x3 — La®b?, = ux —2rz— arb? 


La forme symétrique La?b? et lasomme des cubes Ya*, dont 
nous allons avoir besoin, ont, d’ailleurs, les expressions suivantes : 


(5) 


( 2@?b=@7b7+ Be ar= y?— oa, 


leV= 28+ 6+ 0e=27—3xry4+32. 


Arrivons au calcul effecuf. Nous obtenons une premiére équa- 
tion par simple addition, A + B+ G, c’est-a-dire 


L@— 3u—635+ 224+ 393 =0, 
ce qui donne 
(6) 3u= B—3ry —35+ 22.4+383 
el, par suite, 


G) 3u =— 2+ bry — 64 — 82x%—3 83. 
IIl. A 
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De la résulte la combinaison 
2U— UW = H— fry + G20 +383, 


donnant, d’aprés (4), 


(8) 29 — = vi—fxry + 9227+ 39340 — 43 — dX a?b?, 


combinaison dont nous allons avoir besoin. 
Une seconde équation est fournie par cA + abB-+ bC; ona 


cA =a3c—abe(4a+b 4+ 2c)+ atc? + bc? § g2(ac + bc)+ gsc. 
Hl en résulte Péquation 
0 — 705 +2200 + oy + 2307 =0. 


Remplagant ¢! par son expression (4), puis w’ et La?b? par leurs 
expressions (7, 0), on a ainsi 


(9) u*— 6x72 y + 364% — 377+ £2(2?— 3y)=0. 
Prenons enfin bA + cB + aQC, ce qui donne le calcul suivant 


bA=a3b+b63c— ba —4a2b?+ abc(a—2b)+4 o.(ab + b2)+ o3b, 


5 1 b, > 5 
29—'— 4d a?b?— 73+ 35 82(2?—y)+ 327 = 0, 


puis, d’aprés Végalité (8), 


mo) ai —hary +823 —5y?+ 5 8.(302— y)+'4 Ba = 0. 
Considérons enfin ’équation (abc) dans sa forme primitive (3), 
(11) 2(44— &3)—(V¥ Ht &2y=0. 


Ces trois équations (g, 10, 11) constituent le systéme symétrique 
que nous voulions obtenir. 

Prenant x pour inconnue principale, nous éliminerons ¥ et s, 
parvenant ainsi a une résolyante en x. Par cette inconnue s’expri- 
meront ensuite les autres inconnues y, 5, ainsi que la fonction 
alternée (uw — w’). . 
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Equation du huitigme degré pour la division des périodes 
par 7. 


En éliminant xz entre les équations (g) et (11) ou bien entre 


les équations (10) et (11), on parvient aux deux suivantes, que 
nous ordonnons par rapport a y : 


(12) (14a?— 3 oo) y= 326+ 42,29 + 21239 + 43 83, 


puis cette équation, ne contenant pas 93, 


(13) 2172+ 3 gy —avt— 3 goaert+i gi=o. 


puis substituant l’expression (12) de y, on a l’équation finale 


Ls 


9 
= ri, De aie TN 58 Vote 
SME, arene a bee gs 6a) Os 


3% F 
2 9 Dee Ne 
ge? 22 ea (20? — 7 82) 


ae 


(14) i 
| 


Le développement se fait par un calcul assez court, grace a 
cette circonstance que g3 figure seulement dans le dernier carré; 
voici le résultat : 


Bee 
| aoa 3 Z gt at — 34.9 25 By 
- 7-23 1. 33,72 oe eV 
Arg 783 eb 5 e Py Nice: ans 


On peut représenter cette équation sous une forme symbolique 
trés simple, avec les mémes symboles qui ont servi, pour Péqua- 


~ 
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tion analogue, dans la division par 5. En écrivant symbolique- 


ment 


on peut écrire l’équation sous la forme 


(2—21A)(#+3A)'-+ 72Ax?=0, 


par ou sont mises en évidence les racines 21 A et — 3A, cette der- 
niére septuple, quand le discriminant s’évanouil. 

Pour chaque racine x, on ay, et la fonction alternée u—w'= 1, 
au moyen des équations déja trouvées, 


6 Be Syn ! 5 : LES 
(4g? — 59) y¥ = 3a he wi ot Re eae e. 


(16) (ve =(¥ + 782) + 83, 
3¢=—3(a— b)(b—c)(e—a) 
\ =223— g7y +324 262.7 + 6283. 


Un cas particulier. 
On doit observer le cas particulier ot l’une des racines x satis- 


fait a la condition 


D’aprés le calcul méme qui nous a conduit a |’équation (14), 


nous avons 


, ; fe eee §2 5 s 
. | 3L*+ 4 BoB? 21 S3U + 753+ — (14w?— 3 $2) 
(17) ‘ 
: 2 s 
| =3 (att beet eset ne gi) =o. 
La racine x dont il s’agit est double. Soient 
1422—2 2,=—P gr 2 ges xa 27 os 
4 2§2 ’ tie aim Tires Gaeermet the 


la condition P = o donne 


(18) watt VF gy; 
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la condition Q = o donne ensuite 


53 5 
(19) fs 5 =3 82 — §2=0. 
oy / 


On voit par la que, celte condition (19) étant satisfaite, la 
racine 2, entiérement déterminée par l’égalité (18), existe; elle 
est alors double. Par l’équation (14), en prenant ce cas comme 
une limite, on a 


3 Dy 
/ ks 3 oo. m2 ot = 2 
(20) x i ae = 7 8&3 
et, par conséquent, 
27.3 2(1 2 302 
aes Gil P) = 3 OP 2.0, 
If 
QO 2 
p== 3 62 7 


Suivant Videnuté (17) et Vexpression (12) de 7, on obtient 
done 


ll y a, de la sorte, deux valeurs bien déterminées, pour vy, cor- 
respondant a la racine double 2; donc aussi deux valeurs pour = 
et pour ¢, d’aprés les formules (16). 

Si ’on suppose la quantité (19), non point nulle, mats infini- 


. I 5 ¢ 5 
ment petite, alors deux valeurs de « — (/? 8» sont infiniment 
: 


petites : nous allons calculer leurs parties principales. 
Soit 2", la valeur limite (19) de gy, soit z’ la valeur limite (18 
83 Q 83) 
de a. En se bornant aux termes principaux, ona 
| p ) 
, dQ ' / 
ae (Fe) +9 EBs — 835); 


dx 


\ 


ant d at 
sous la condition de mettre dans (5) les valeurs limites z’ et 2". 
\ 


Comme ona 


54 TROISIEME PARTIE. —- FRAGMENTS. 


on obtient 


Moyennant la relation limite (20), nous avons ainsi 


t I DOS Ih if (is 2 
[ine op 3| FS gya'(@— a!) + 72'(gs— 83)| =0 


NI 


ou, en divisant par 3x” et extrayant la racine carrée, 


Dos} : 
Be(e—a')=+3i77| 7 gla —2')+7(gs— 84)]. 


Nous ayons, de la sorte, les parties principales des deux quantités 
x — x'; elles sont du méme ordre infinitésimal que g3— 5, et 
imaginaires, g3 étant supposé réel. As quand g 83, variant dans 
le domaine réel, passe par la valeur g’,, deux racines x deviennent 
égales entre elles, mais ne passent point, comme il arrive d’habi- 
tude en pareil cas, du réel a limaginaire. Elles demeurent ima- 
ginaires : pour chacune d’elles, les signes des parties imaginaires 
changent au passage. 

Il est bon d’observer que, pour 23 = g’,, le discriminantest po- 


siuf, g» et g3 étant supposés réels; on a effectivement 


et g» doit étre posiuf pour que g soit réel (19). 


Cas ou g» est nul. 


Au cas 25 == 0, Péquation (15) a la racine double z = o. Si l’on 
§2 » 1 eq ; 


en supposant a w une limite finie, la forme (14) de équation 
donne immédiatement 


— 22.3.5%— (72u + 33)2?=0, 


Us he pyres 10éV3). 
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Tout comme dans le cas précédent, au passage de gy par zéro, 
deux racines x deviennent égales; mais, de part et d’autre de la 
valeur g.= 0, elles demeurent imaginaires : les signes de leurs 
parties imaginaires ne changent pas au passage. 

Ces deux racines infiniment peutes, ainsi que leur différence, 
sont du méme ordre infinitésimal que g>. 

Par les formules (16), on trouve aisément que y est infiniment 
peut, 

y=— A(a1u+13)g0, 


et que z a deux valeurs finies 
(22) Bey, (1 31/3) es, 


en sorte que les quantités a, b, c correspondantes sont les trois 
racines cubiques de <z. 

Les autres racines se trouvent immédiatement; car |’équa- 
tion (14) se réduit a 


22.775 — 33(7 23+ £3)2= 0 


et donne, pour ~, les diverses racines cubiques des deux quantilés 


suivantes 


¢ & 3 

EE TD Ta rad 
— ‘ 9\3 
3.783(2V21—9) = ra ( :) 


dont la seconde est de signe opposé a celui de gs. 
Ces circonstances si simples s’expliquent facilement par la pro- 
priété 


(23) p(au)=apu (Pes 1); 


que possédent les fonctions ellipuques (t. I, p. 82) dans ce cas 
particulier. 
Pour fixer les idées, supposons 3°; réel et positif, en sorte qu’on 


ait 
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? 
ou, en d’autres termes, 
ey 3 


(25) W5 = W2(1+ 2%), Gh z 


Les arguments 32, 402, $2 donnent lieu a des fonctions p 
réelles et positives; les arguments 7w),, +w,, $w, ades fonctions p 
réelles, positives ou négalives, mais inférieures aux précédentes. 
Les deux seules racines w, qui fournissent, pour a@, b, c, des quan- 
tités réelles, correspondent a ces arguments; ce sont 


Yor+3, 
a ae 783) 


(26) 


= 


8 


eo. 
== Dies V783) 


dont la premiére répond a Z., ..., et la seconde a Fwy. 
Pour distinguer les autres racines, nous poserons 


2 t « ~ 
Wy = 7 (We + pws) (OSS Thy Dh Bs, ig Dy (O))- 


Ce sera l’argument de ay, suffisant pour caractériser 2y,. Cette 
notation est semblable a celle qui a été employée au Chapitre pré- 
cédent, et on la retrouvera, plus loin, pour le cas général. D’aprés 
cette notation, en tenant compte de (25), ona 


V2 = 2 2(3 = Dd), 


4 


3) 
20 = FW9(34+ 242) = tw.(4 — 2) = 2m2(3 +24) —202= we 


et, d'aprés (23 
Ay = aby. 
On a, semblablement, 


Wot résulte 


Pareillement, 


2 f 
Ws = 7 W2(4 % — 2) = Fw2(24 + 6) — foe = 2s, 


b3= Gas, C3 = abs, as= QC, Ce Or 
ed 
a) = 72, Ae = CIR 
2 
403 =F W9(2%4 —2)—= w,, Ci Lae 
: 
240, = FW2(3a—2)=3 9, OR Te 
2405 = 7Wo(5a—2)=50, Lies 
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En résumé, x et x» sont donnés par les égalités (26); puis 
ona 


(22) B=] B=]O; ES SA Se a eee. 


Nous aurons besoin de connaitre, dans le cas ot gy, au leu 
d’étre nul, est infiniment petit, les termes du premier ordre en 
) | ’ I 
8» dans ces diverses racines. Dénotons par des lettres accentuées 
x', #,, ©,, ..- les racines quand gy n’est pas nul, afin de conser- 
2 
ver a XZ, £0, X,, -.. la signification qui répond aux égalités 
(26, 27). En premier lieu, nous bornant a la parue du premier 


ordre en @5, nous avons, d’aprés (21), 
82) ’ I 


Soit posé, pour une autre racine quelconque, 2y== y+ &y. 
Dans l’équation (15), écrite sous la forme suivante ot les termes 


2 3 


en 23, 23 sont omis, 


x? (a — 2.33.7 834% — 33.72 Bf) — 21 S209 (a4+ 2783) + -.=0, 


remplacons x par z, + &, en nous bornant aux termes du premier 
ordre. Nous avons ainsi 


2%py, (xp — 39.7 83)bu= 7 (e+ 2783) S2- 


Soit, pour vp, une des valeurs 0, 3, 4, en sorte que l’on ait 
Ly = 2" xy, m étant Pun des nombres 0,1 ou 2. Muluphant par x 
aux deux membres, et d’aprés les égalités (26), nous concluons 
== ae se, avec cette expression de la quantité p : 


(08) I ( 36 \ 
2¢ a — —7)\ 25° 
6(V7 23)? \Yor A 


Moyennant quoi l’on a, pour gy infiniment petit, les expressions 


ci-aprés des racines x’: 
/ 


Bo Slo PL. Li, = aL) + para, a, = a Hy + Pan. 


Soit posé, de méme, 


aa . I Ge ) 
29 = ay = 7 | go. 
/ 6(V 783)” \Va1 
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Les autres racines sont exprimées ainsi 


w= 2+ p'x, ely a CPG AO CREA. U,= A + parry, 


a quoi il faut jomdre 2, = &, == 0. 

Nous avons supposé 23 positif; si 93 était négatif, il faudrait 
échanger les expressions (26) de a et de x» et tenir compte que 
Pon a, pour ce cas, 


On peut aussi passer du cas précédent a-celui-ci par l’échange 
des périodes. 

Soient w. et w, liés par la relation (24), et les x déterminés 
comme on vient de le voir. Posons 


= ae = ; z 
ae UE SU UNS SY, 


en désignant par p la fonction elliptique ot’ gy =o et ot le second 
invariant est 23, en sorte que p(zu) = — pu (t. I, p. 32). Les ar- 
euments w et m, des racines %, Zo, 2y, relatives a ce cas, étant ca- 


ractérisés comme précédemment, 


2 2 
Vy = 7 Wa, Wy=F7(W, + VO), 


on a, tout d’abord, 


OC == 1%, Pp = 10: GB = Pe Coe 


Pour les autres arguments, on a 


= 2 

. 2 rs ‘ 

Ly = 7 (VW, — W2) = —(H) + poe) = vy, 
Pf 


pourvu que les deux entiers uv, y soient liés par la condition 


wy == — I (mod7), 
ce qui donne les cas suivants : 
ny aoe Oy WSs Dy aie D, Wis 


En d’autres termes, dans le cas od g3 est négauif, aprés avoir 
échangé x et zy dans les égalités (26), il faut aussi, dans les rela- 
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lions (27), faire le méme échange et y échanger aussi les indices 
Tel 6, 2 et3, 4 et 5, ce qui donne 


La = Ly 0; De 82255 Din Oy TOES ORO i LBS CHIR. 


Nous étudierons ultérieurement les racines « comme des fonc- 
tions de g3, en laissant gy constant. Ce que l’on vient de dire 
pour le cas g, = 0 s’appliquera alors, sans modification, au cas 
23 =x, comme l’homogénéité le rend évident : on aura deux ra- 
cines infiniment petites, %2 el #; ou x3 et x,, suivant que g’; sera 
positif ou négatif; les autres racines seront infiniment grandes, du 


——— 


méme ordre que 23. 

Examinons, dans ce cas particulier, g,= 0, les diverses va- 
leurs de ¢. 

En correspondance avec les deux racines x qui sont nulles, la 
derniére formule (16) donne ¢ = 3 + 285, c’est-a-dire, d’aprés (22), 


(30) t= 7 (9tiv3) gs. 


l| 


Prenons maintenant une autre racine suivant l’égalité 


(31) I= OF 


Dy 


Nous en concluons, suivant la premiere formule (16), 
Tip 3(14 3 a1) £3, 
tandis que |’équation (13) donne aussi 
Di Qe es Ge 
Par la seconde formule (16), nous avons alors 
DIG = (5 its V21) £2. 

En substituant dans la derniére égalité (16), on obtient 

(32) t= 3(3 a1 )gs. 


Les trois racines x que la formule (31) donne pour chacun 
des deux signes + fournissent, on le voit, une seule valeur de ¢. 
Ainsi il ya deux valeurs simples de ¢, que fournit Pégalité (So), et 
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deux valeurs triples, assignées par la formule (32). L’équation 
en ¢ se réduit donc a celle-ci : 


(33) (702 — 27 8, t+ 2784) (VU — goat — 2723 P =o. 


En développant et mettant ¢= sg5, on trouve 


(Gi) 78 — 93.3357 + 2.33.5.755— 38. 754+ 9.39.752— 312= 0, 


résultat remarquable a cause des trois termes qui manquent, el 
dont nous nous servirons plus loin. 


Résolution du probléme de la division par 7. 


Pour chaque racine x de l’équation (15) on a, d’aprés les for- 
mules (16), v, z, é sans ambiguité. A l’égard de y, nous avons 
examiné le cas particulier qui semblait d’abord mettre les for- 
mules en défaut; quant a z, il semble aussi se trouver une diffi- 
culté pour le cas ot une racine x est nulle : ceci se produit 
quand gy» est nul. Ce dernier cas, nous venons de |’examiner. 
Revenons au cas général. 

Ayant x, y, 3, on aura les trois inconnues correspondantes a, 
b, c par la résolution de I’équation, du troisiéme degré, 


@—2LA-ya—s=0. 


Mais la connaissance de ¢ apporte une simplification. Suivant 
la méthode de Lagrange, soient 


Be Fy AV) 
2 


S=a-+cb4 2c, coals = 


Onen conclut, suivant les notations employées précédemment, 


s§= La3+6abe + 3eut 322u' = Sai+ 62—3(u+w’)+2iy3(u—w), 


s= 3 (20 — gry +272) + 3 1y3t. 


De la on tire s par extraction d’une racine cubique, seule irra- 
uonnelle nouvelle. Prenant ensuite 


s=a+eb+ee, 
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ona 


ss = 2+ 62+ 0? — ab — be —ca= x? — 3y; 


s’ est done connu au moyen des; puis a, b, c sont donnés par les 
égalités 


3@=4r+ ss, 
QO) == dP Se SG 1s BG 
36 = L+e $+ 22s", 
Hl convient d’observer que le changement de ¢ en —7, qui 


échange s et s’ aimst que ¢« et ¢?, n’apportle aucune altération 
dans a, 6, c. Si Von échange, dans le choix de s, les diverses ra- 
cines cubiques de s?, il y a, au contraire, des changements dans 
a, b, c. Remplacant s par ¢s ou ¢?s, on doit en méme temps rem- 
placer s’ par ¢?s’ ou es’: de lasorte, a, b etc sont respectivement 
remplacés par c, a et b ou par b, ¢ et a; mais l’ordre circulaire 
dans lequel se succédent les lettres a, b, c n’est pas altéré, ce qui 
est conforme a l’analyse employée. 

Les trois quanutés a, b, ¢ sont égales aux valeurs de la fonc- 


: ‘ % A 20 , 
tion p pour les multiples d’un seul et méme argument seam dé- 


signe, d’ailleurs, une période quelconque. Les valeurs de la fone- 
tion p’ s’en concluent, mais il n’est point nécessaire de recourir 
a expression 

fe 
1 


p?— Sap — &3- 


Revenant, en effet, a léquation (2), nous avons 


V4 O— ga—83=ha+p= Voa, 
h=2aVa+b+e =2y2, 


t)\u =—(ab+ be+ca+i}ge)=—(¥ +282), 


et nous en concluons 


Voa = ag iaae—y— tas, 


Cm 
roe) 
Or 

Oe 


] Vob= (bre 7 bm), 
i Va 


bVige = 
\ 
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ra 


Si nous prenons ainsi une seule et méme détermination de Vx 


dans les trois formules, alors a et V/ga, b et \/ob, c et \/¢c sont 
les valeurs des fonctions p et p’ pour trois arguments dont la 


Hap 20 4w 6H 
somme est une période, par exemple —, — et = ou encore 
7 7 


20 4w 8w 


— 5 — 


7. 7. 7 
Relations entre les huit racines. 


ll y a place ici pour une analyse toute semblable a celle du Cha- 

yea I y I 

pitre I(p. 10). Soient # et 29 deux racines; on peut trouver une 

formule algébrique donnant a la fois toutes les autres racines en 

fonction de a et de xo. En effet, a, b, c répondant a x et a, bo, Cy 
) ? ) OnE Orit 

répondant a #9, posons 


: [eee 


a+a+a,= 


Mi a— ay 
Pay wom 2 
I Job —Vob, 5 
1 Feat = a = 
(36) b T by T by A bas 2 
2 
t/Voc— Voc 
Cy ej — : v4 : ° 
4 Cc — Co 
. 20 fw 8wH am’ fw’ 8w’ ? 
Soient —, —, sue eer) Sa les arguments qui corres- 
/ y, vi 


pondentaaet Vea, etc.; d’aprés le théoréme d’addition, a, b,, ¢ 
: 20) + 20)’ 
sont les valeurs de la fonction p pour les arguments = ————_, 


vi 
20 + 20)’ 20 +20)’ : p 
at 9 ic Tenn <= 4 ————.- En ajoutant, membre 4 membre, ces 
; 


derniéres égalités et employant les résultats (35), on obtient 


bse rae eRe 
4 (@—@)? 
a I Ss ae crear 
ofa xo (a — a)? 


Ainsi, z, est exprimé effectivement en fonction de x et de xy 
par l’intermédiaire de a, b, c, ao, bo, Co. 

En changeant le signe de \/z, on change la racine x,. En per- 
mutant circulairement a, b, c, on obtient aussi trois détermina- 
tions de cette racine, distinctes entre elles. Ainsi, par ces deux 
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changements, celui du signe devant \/x, celui de la lettre initiale 
a, b ou c, on obtient six racines 2, distinctes entre elles. Quant 
aux changements analogues opérés sur Vay, do, bo, Co, ils équiva- 
lent aux précédents; on le voit de suite. La formule (37) donne 
done explicitement six racines en fonction de deux d’entre elles. 

Nous allons classer en ordre ces six racines et préciser les argu- 
ments qui leur correspondent. Pour l’argument de a, prenons la 
somme des arguments de a@ et de a); en d’autres termes, fixons le 
signe de Voa, par une convention qui, d’aprés le théoréme d’ad- 
dition, nous donne 


( (@— a) Ve9a;, =(ay— a) Voa+(ay—a) Vom, 
(38) \ (b— by) Vebs = (bo— 1) ¥9b + (b, —b) Ve by, 
| (¢ = 00) Veer = (eo —e1) Vee +(e —€) Vee0. 


Par ces formules (36), (37), (38), les arguments qui répondent 


x 


/ . , dé OAR = 20) 20) i . Oh. 
ad, \9d, a a, V9 ao etant designes par oa et a celul qui re- 


20’ + 2w 


pond a a et Joa est ; pour D et 9b, les arguments 


sont doubles; pour c et Voc, ils sont quadruples. Il suffira de dé- 
2W/ + 20 
ae 
En changeant le signe de \/x, on obtiendra, par les mémes for- 


signer le premier argument, qui, pour £,, est ainsi 


2w'’— 20 


mules, une racine répondant a l’argument ou, ce qui re- 


l 
D410 == 190: - H ° Fi 
“~*~. Elle sera dénommée x5. On a ainsi 


I 
a+a+a= 5 
(39) | : a a—a 


ee ph a yealans ayer 


vient au méme, 


avec les équations similaires. 
En permutant circulairement a, 6, c, on obtient une racine &o, 


‘ 20'+ 40 
répondant a l’argument ——_— , 
/ 
a Ear 
1 (V¥oa —Vob 
b+ ata, ( : : ) ? 
(40) 4 ay— 6 


(b — a) (oa, = (ay — a) Vb + (a, — b) Voa0. 
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Une nouvelle permutation, avec changement du signe de \/z, 


: ; 5 OY = 1836) 20'+ 6 
donne la racine x3, répondant a ——— =- ; 
7 7 
( I nee 
: Cc a3 = 5 : = ) 
(41) ‘ 4 ay —e 
| (ec—a)s 0d; = = — (a)>—as3) oe + ( a3— Cc) oa. 


Le changement de signe de \/x, dans ces derniéres formules et 
dans les précédentes, donne successivement les racines x, et 25, 


: 20 + 8w 2w'+ 10W 
répondant aux arguments == et - > 


ENT 
( . I Ae 
- Aap + a, = : : ? 
(42) i 4 ay) —c 
< 


e 
NI 


(ce an) oa, = = (ah — a 


I foie = 
b+ aj +da3= - ‘V¢a 0 -V 9b 
4 ay— 


(43) 
(6 — a) Voas == (ay a5) Voo+ (as— b) Yodo. 


Voici maintenant une conséquence. En ajoutant, membre a 
membre, les égalités (38), puis en remplacant 


/ 


Be Lie Oe 
Vo, Veo, Voc, 


par leurs expressions déduites des formules (359), on exprime 


Vx, en fonction des seules quantités d’indice zéro; car a,, by, cy 
sont, au moyen des égalités (36), exprimables par ces quantités. 


Il en est de méme pour £2, V2, .... Finalement, le produit 


\@ 1% 03L4,XH5X_ s'exprime par les quantités d’indice zéro; ces 
derniéres se réduisent a a, b, c, ao, bo, Co, VL, \/o- Sans altérer 
Vordre de a, b, c, ay, bo, Co, si on change seulement les signes 
de Vx ou de Zo, on ne fait, par la, que permuter VET ClVito. 
22 et Ve 2s et Vea , avec ou sans changement de tous leurs 
signes : le produit n’en est pas altéré. Il est donc certain que Vx 
et \/xy disparaissent dans l’expression du produit. Si, de plus, 
on permute circulairement @, 6, c ou dy, bo, Cy, ce changement 
produit des échanges entre les indices de x7,, v2, .... La fonction 
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considérée, invariable par les permutations, s’exprime donc ra- 
tionnellement par x, 2» et les coefficients de l’équation (15). D’a- 
prés cette méme équation, la racine carrée du produit de toutes 


92 


. oO oe hae 
les racines 2 est = — pg? 1 V7- On peut donc conclure que la ra- 
5h 82 
cine carrée du produit de deux racines s exprime rationnelle- 
ment en fonction de ces deux racines, de g» et de g3, sauf le 


seul facteur irrationnel i\/7. 


Cas ov le discriminant est évanouissant. 


Doienl 951277, 2,— 67>, en sorte que le discriminant soit 
nul. Une racine x de l’équation (15) est égale 421, et nous allons 
tout d’abord porter notre attention sur cette racine. Supposons 


b= 217, 00 trouve 
142?— 3 y= 2.377, 
3a 4-4 69K? + 21 630 + 75 8 = 211.38 117! 


L’équation, dont les racines sont a, 6, c, et qui est ainsi 


(=) a (=) . 99(<) 881 met 
t ey Aas a 7 : 


peut encore étre mise sous une forme simple @aprés les rela- 
lions (33); on a, en effet, 


(45) OW MPD? C—O aml (t=) (DEY) 


et, d’aprés (35), cn meltant, pour @ et y, leurs valeurs ci-dessus, 


Voa =2(a'+ y)~a— 27 = aVaty(a— 47). 


L’équation (44) peut done s’écrire ainsi 


Pee ay) 
il 2, 21 ==10) 
1 if i vy 
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Si Pon pose 
a 10+ X 


-_ = 9 


1 2 —X 


on obtient la transformée 

©(X)=(2X+3)2(X — 2)+7(X 4+ 2) = 4(X8+ XK2— 2X —1)=0, 
ot Von reconnait l’équation dont les racines sont comprises dans 
la formule 


r DICK 
Xe—!9,C0S . 


La 


De la, conformément a la loi de dégénéreseence (t. I, p. 27), 


Nous en déduisons aussi ces conséquences, que nous allons em- 
ployer tout a Vheure, 
v 


I oa Op 9M igen 2m 
- ——., —1=2 i= = >< = COS > 
Dy (ps0) aay 2 
(45') ilbeyeas ee 
] Voa a/a— 27 1 . amt 
—- es =D . 
\ (Grae We a+ yy 37 7 


I nest pas indifférent d’attribuer au nombre m des valeurs en- 
tiéres dans un ordre quelconque en correspondance avec a, 0, c. 


Suivant la loi de dégénérescence, les trois angles oe sont propor- 
tionnels aux trois arguments elliptuques de a, b, c, on devra donc 
faire correspondre a a, b,c dans cet ordre méme, les nombres 
1, 2, 4, par exemple. 

Si, au lieu de le supposer nul, on considére le discriminant 


comme infiniment petit, on posera 
(46) GH, g1= Bye, 
e élant infiniment petit, en sorte qu’on aura 
(47) A= §3 — 2783 = 27¢(163— ¢). 
Le premier membre de ?équation (15), pour =o, se réduit, 


on l’a vu, a 
(OTE Ct aya) ke 
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On le complétera par les termes provenant de gy, et que la 
forme (15) met en évidence : 


(48) (@— 21y)(@+ 3y)'+ 2. 


< Lat + 2.3272 22+ 7 ( 


On pourrail, au moyen de cette équation, trouver les termes 
successifs du développement de la racine suivant les puissances 
ascendantes de ¢, 


(49) gee i ge 


et en déduire ceux de a, b, c, de ga, etc. Tous ces développe- 
ments contennent seulement les puissances de ¢ 4 exposants en- 
tiers, comme il est évident. 

Nous allons maintenant considérer les autres racines de l’équa- 
tion (48). En posant 


GD BO Ch 


on oblient immédiatement 


(50) ai —— 96, 34v'e+.... 

On voit que les développements de ces racines procédent suivant 
les puissances de ¢ a exposants fractionnaires. 

Par les équations (16) on trouve, pour y et z, les valeurs li- 
y?, en sorte que la limite de ’équation 


mites ay et 
(51) a—xra?+ya—s=0 


est (a +-y)*?= 0: les trois quanutés a, b, ¢ ont, toutes trois, — y 
pour limite. Afin de les distinguer entre elles, il va étre nécessaire 
de calculer y jusqu’aux termes du troisiéme ordre, inclusivement, 
en w. Dans ce calcul, ¢, qui est du sepiéme ordre, sera considéré 
comme nul. 

Pour calculer y, le plus court est d’employer l’équation (13), en 


Vécrivant ainsi : 
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On en déduit, eu égard au degré d’approximation demandeé, 


¢ a (Ue 3) oe 
foe SS - > 
J 3 oe TGA 
I a3 
SOG Oe — In R=— — ; 
Vo 
¥ he Oy? 7 Ry — 
1 2 2 
(y +482)? ; Re 
Be: =e —-yR-= —- 
4x Av 


a 


=~ 
® 
8 


et Péquation (91) prend la forme 


R2 
(a+tvy3—a(at+yvy)— R(a+7)— ~~ =0. 
a) ( {) Y ha 
Syne Ronee: RR 
Les parues principales desitirorsiracines d= Sonia 
| ) oO Ae 
; Perc i ie ae : : : 
c’est-a-dire «, Sos on set ioe I] reste 4 savoir dans quel ordre 
‘ a 14 Ve 


ces quantilés correspondent aa, 6, c, ce que l’on pourrait décider 
par le signe de ¢, en calculant ¢ par la troisiéme formule (16). 
Mais il faudrait alors calculer un terme de plus dans y et nous ne 
reproduirons pas ici ce calcul, auquel on peut suppléer comme il 
sult. 

Supposons y ete réels, en sorte que les invariants soient réels. 
Pour 2 et 2’, prenons la période réelle et la période purement 
imaginaire, en sorte que les deux racines x et x» soient réelles, 
les autres imaginaires. Fixons les idées en supposant g3 posiuf, 
c’est-a-dire y > 0. Comme on a > 2p, c’est x qui se réduit a 
217, tandis que zo se réduit a — 3y quand ¢ est nul. Pour ¢ infi- 


niment pelit, ona 2)== — 3y + 4%, sil’on suppose 
(52) to =— VV 26.34 ve, 
celle racine étant prise dans son accepuion arithmétique. Chaque 
aulre racine s oblendra par la formule x = — 3y¥ +a, ot lon 
aura 

2017 


7 


4= Ae 
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Considérons particuliérement zo. Les quantités a, b, ¢ corres- 
pondantes sontles valeurs dela fonction p pour les arguments 7 ow’, 
+, $w!, respectivement et dans cet ordre méme, en sorte que 
Yonaa<b<ce. Il nous faut donc ranger aussi dans lordre crois- 


sant les trois quantilés 


(1) xy, = —, 


qui sontinfiniment petites, du premier, du deuxiéme ou du troisiéme 
ordre. Si ¢ est positif, elles sont négatives toutes trois; elles sont 
alors rangées dans l’ordre qu’on vient d’employer. Si ¢ est négatif, 
les deux extrémes sont positives et l’ordre croissant est 


(11) Hse, 


Nous avons supposé 3 posiuif. Sil’on voulait BADR OSCE o, néga- 
uf, c’est-a-dire y < 0, ce serait alors x qui serait égal a — 37 + a ; 
les arguments de a, b, ¢ seraient 2,4 w, £w, et lon aurait 
a>b>c. En ce cas, a, b,c correspondent dans cet ordre, aux 
quanttés (IL) si ¢ est positif, aux quantités (I) si ¢ est négatif. Dans 
tous les cas, ona 


tp) =—(a—b)(b—c)(e—a)= Z ole 


On en peut conclure que les sept valeurs de ¢ correspondant 


aux sept racines 2 =— 37 -+ « sont 
e i ee 

(53) ees Beate 
12. 4 


Examinons maintenant les valeurs de \/¢a, ob, Voc oc, d/aprés 
les formules (35) : 


Soit d= — y+ a’. Les résultats précédents nous donnent 


Vea = 2937 (a'+ 7) +... 


22 
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: Sai meni Lt CE Tee 
Les trois quantités a’, b', c’ analogues sont 2, 3 

12 7 144 73 

R ; ‘ I~ a 
— est égal A — — -,- On trouve donc 
Da TPA 
ee te ae 2 ag —— 3 
Voa, ¥2b, foc =2V— 3724, L /—3y eo + V¥—37=: 
| 


Prenons seulement, de ces trois quantités, celle qui est de 
Vordre infinitésimal le moindre. On a vu toutalheure que, 93 
étant positif, il y a deux cas 4 distinguer pour 2&9, la partie princi- 
pale %) se rapportant a @ + y ou bien a Cy-++ Y; nous avons done 


a ou Co=—Y+> %, V9 a ou Vo Co v= 3%. 


Considérons maintenant les égalités (36), en bornant les se- 
conds membres aux termes du premier ordre en 2%. Pour ce cal- 
cul, aet Voa doivent étre réduits 4 leurs valeurs limites, puisque 
les augments de ces quantités sont du méme ordre que ¢. En ad- 
mettant que la partie principale % se rapporte a d+ yx, la pre- 
miére égalité donne 


a+ a a= 


] oa ee! 


AG) 


a= 13 (ae sean) 


Pe Be 


or 


D’aprés les relations (45) et (45'), le second membre est 
égal a 
2mr 2mn 
a—27- (1 - cos $25 P50 ) ms 
\ yi / 


le premier membre est égal a a y+ %+ a, en sorte qu'on 


obtient 
 2mit 


(54) a=—-Yrue 7 


Les autres égalités (36) donneraient, de méme, b, et cy, qui 
2mi Te 


différent de by etde cy seulement parle facteure 7 , multipliant 
le second terme. Sans nous y arréter davantage, nous voyons qu’il 
en résulte, par addition, 


4 2m th 


(54') By =3 7 Eoye. OMe oaaele 
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Les égalités (39) a(43) donnent, pour les autres racines xy, ... 
des valeurs semblables, qui différent de cette derniére par le fac- 
teur exponentiel. Dans 2,4, par exemple, le signe de l’exposant 
est changé; dans x, le nombre m, au licu de se rapporter a a, se 
rapporte a 6. Nous retrouvons donc bien ainsi les racines 2, telles 
que nous les connaissons déja; mais nous pouvons aller au dela, 
en distinguant, pour chacune d’elles, ’exponentielle qui s’y rap- 
porte. 

Supposons y > 0, ¢ > 0 et prenons 5, $w, $ pour les argu- 


ments de a, b, c; 2u0/, $w’, 20! pour ceux de ao, bo, Co, w étant 


: & ets i= 5 , 

réel et w! purement imaginaire. Alors Ve a et =\/ 9a doivent étre 
t 

négatifs. Attribuons a a, 6, c les nombres m=—1, 2, 4; alors, 


wy ae . . , 
dans la seconde formule (45'), \/3y doit étre pris avec sa déter- 
mination arithmétique. Comme a» est négauif, légalité 


Vea =2 V¥= 37% 


T omc d . cm. . . 
montre que = \/— 3y doit étre positif; ainsi 


(55) J—37=+iy3y¥. 


Le calcul quia conduit a l’égalité (54’) donne done 


ai 
%=—3y7+ae 7 
Les relations (39)4(43) donnent ensuite, pour chaque racine &,, 


le résultat suivant, relatif au cas of A est infiniment petit positif, 
et g3 positif : 
2niTt 
P By=—3yY+ae 7 (= Op lg Dy Bo Ho, OS). 
(56) 
(Rae a BUY 

Supposons, en second lieu, y > 0, ¢ <0, avec les mémes sup- 

ole. o + lee 
positions sur les arguments et les nombres m. La quantité V3y 
doit étre encore prise avec sa détermination arithmétique. On a 


maintenant, suivant l’ordre (II), 


V%Co = 2 J/— 3 HO, 
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qui doit étre le produit de ¢ par un nombre positif. Comme a est 
positif, ~/— 3y doit encore étre positif et la relation (55) a lieu. 
Ce n’est plus, toutefois, Pégalité (54) quia leu, mais bien l’ana- 
logue ot les lettres c remplacent les lettres a. On a donc 


| 


817 


#4 =— 37 so Faye = 


Les résultats fournis par les autres égalités analogues se résu- 
ment dans la formule 


8 nit 
(97) Wp — SV AE CHO 8 - 


propre au cas ot l’on a g3 > 0, le discriminant étant infiniment 
petit négauf, 

On pourrait faire de pareils raisonnements pour les deux cas 
oly est négauif; mais, ainsi que nous l’avons déja montré, on 
passe du cas y >0 au cas y<.o, en échangeant x et Xp et per- 
mutant aussi les indices 1 et 6, 2 et 3, 4 et 5. Il n’est donc pas 
besoin d’y revenir. 


Discriminant de la résolvante. 
Nous avons rencontré trois cas ott l’équation résolvante (15) a 


des racines multiples: le cas A= 0, le cas g2= 0, enfin celui-ci 


M =o, 


2 
A¢ 3 75 o2 — 5 55 / ‘ 3 
M=53 g3—5.7 33 = 3406.74—2' 83). 


Chacun des-trois facteurs gy, A, M figure donc dans le diseri- 
minant de l’équation. L’exposant de chacun d’eux est facile a 
trouver. 

Quand g» est infiniment petit, nous avons reconnu I|’existence 
de deux racines infiniment petites, dont la différence est du méme 
ordre que g>. Le carré de leur différence et, par suite, le discri- 
minant contiennent donc le facteur g%. 

Quand M est infiniment petit, il y a deux racines dont la diffé- 
rence est du méme ordre que M. De la, le facteur M?. 

Enfin, pour Ainfiniment petit, nous venons de voir sept racines 


dont les différences mutuelles sont du méme ordre que «. Les 
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21 différences de ces racines donnent, par leur produit, le fac- 
teur @?'; le carré de ce produit contient le facteur «'?. Mais « est 
de Pordre + relativement a Vinfiniment petit ¢ et A est du méme 


7 


0) 


ordre que ¢. Le discriminant contient donc le facteur A°. 

Ces trois facteurs sont, ensemble, un produit de degré 56; c’est 
précisément le double du nombre des différences des huit racines, 
deux a'deux. Il en résulte que le discriminant n’a point .d’autres 
facteurs; on n’a plus qu’a trouver un coefficient numérique /;, en 
prenant 4g} M?A° pour ce discriminant. Revenant au cas ot A est 
évanouissant, on trouve aisément k, comme il suit : la racine 217 
donne sept différences égales 4 247; les autres racines, deux a 
deux, donnent, pour différences, la quantité z, multipliée par les 
diverses différences des racines de l’équation bindme ¢7 =1. Le 
discriminant est donc, en ce cas, égal a(24y)'*a'?, multiphé par le 
discriminant de l’équation binéme. Ce dernier est — 77. Mettant, 
pour %, son expression (50), ona donc 


— 77(23.3 7)! (96. 34426 


pour valeur du discriminant. D’autre part, son expression sup- 
posée devient 
HE Ds DIE CON VN Oe OES 


La comparaison fournit 4, en sorte que le discriminant de 
V’équation résolvante (15) est égal a — 77. 28.3'% g3 MP AS; cest 
un carré, sauf le facteur — 7. La racine carrée du discriminant 
est donc rationnelle et entiére, saufle facteur ¢\/7. 

Pour reconnaitre que ce discriminant n’a point d’autre facteur, 
nous nous sommes fondé sur son degré. On peut aussi le prouver 
autrement, d’aprés la formule (16). Les cas ot s’évanouissent x 
ou 142?— jg» sont, suivant ces formules, les seuls ot y et s ne 
sojent pas déterminées sans ambiguité. Si donc il se trouvait un 
autre cas de racine double x, les valeurs de y et s seraient doubles 
aussi et deux systémes (a, b,c), (a’, 0’, c’) seraient en coinci- 
dence, circonstance impossible si les fonctions elliptiques ne dé- 
générent point. Outre ces deux cas, il n’y a done de racine double 


que si A est évanouissant. 
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NI 
a 


Seconde équation du huitiéme degré pour la division 
des périodes par ‘7. 


De méme qu au Chapitre précédent, nous allons calculer une 
autre résolvante, celle dont linconnue est ¢. Le calcul direct par les 
formules (16) serait trop pénible; les résultats précédents permet- 
tent d’y suppléer. L’inconnue ¢, fonction algébrique rationnelie 
de x est, comme x, racine d’une équation du huitiéme degré. 
Les formules (16) montrent que ¢ ne devient jamais infinie tant 
que 9» et g3 restent finis; les seuls cas ot, de prime abord, ¢ 
semble devoir étre infinie, sont, en effet, ceux ot's’évanouit soit x, 
soit 142? 395; mais, on l’a vu, ¢ n’y devient pas infinie. I] est 
done clair que, dans l’équation en ¢, le premier coefficient étant 
réduit a une constante, tous Jes coefficients sont des fonctions 
entiéres de gy et 23. De plus, en vertu de VPhomogénéité, comme £ 
est du degré 3, le coefficient de ¢” est du degré 3(8—m), g» 
et 23 étant comptés comme ayant le degré 2 et 3. 

Nous venons de reconnaitre que, pour A= 0, sept racines ¢s’é- 
vanouissent. Ainsi A est en facteur dans tous les coefficients a 
partir du troisiéme. Dans le coefficient de ¢”, supposons que A 
entre en facteur avec l’exposant 7; on a, en ce cas, 


(58) 672 =3(8 — mm). 


Supposons A infiniment peut. Nous avons alors sept valeurs 
de ¢ infiniment petites, dont la formule (53) donne les parties 
principales : elles sont de lordre +, A étant censé du premier 
ordre. 

Le terme en @7 existe certainement, puisqu’uneracine ¢ subsiste, 
différente de zéro quand A s’évanouit. En substituant a ¢ sa partie 
principale, on obtient, pour ce terme, la valeur limite de cette ra- 
cine changée de signe. L’existence des sept racines, dont les parties 
principales sont racines d’une équation bindme, exige que, par la 
méme substitution, la partie principale de chaque terme devienne 
infiniment petite ordre supérieur a 4, sauf pour le dernier, ot 
Yordre doit étre justement égal a 4. Cette derniére condition 
prouve que le terme indépendant de ¢ contient le facteur A‘, au- 
quel il se réduit, sauf un coefficient numérique. 


y 
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Pour tout autre terme, contenant les facteurs A”7”, Vordre 
infinilésimal est r+ +m, qui doit étre supérieur a 4. On doit 
Sie Bee ee, 
done avoir, d’aprés (58), 


, 


ee SA bm, 


Pour que cette double inégalité soit possible, il faut qu’il existe 
un nombre entier entre $m et 4m, ce qui a lieu effectivement 
pour m= 2, 4 ou 6, mais non pour m=1, 3 ou 5. Les termes 
en ¢, ¢? et ¢° manquent donc et les autres contiennent A avec 
Yexposant maximum 4 —4m. L’équation contient donc les seuls 
termes 

ee &3t', Ag, A2t*, A3 (2, Ab 


b) 


affectés de coefficients numériques. 

Nous avons précédemment calculé cette équation (34) dans le 
cas gy = 0, qui nous suffit, dés lors, pour déterminer tous les 
coefficients numériques. Voici donc la résolvante, 4 inconnue ¢, 


(59) 7 t8§ — 93.33 o3¢1— 2.5.7 At§— 32.7 A2t+— 9.7 A312 At= oO. 


Discriminant de la seconde résolvante. 


Examinons d’abord Ja partie principale de ce discriminant, 
infiniment peut, quand A est évanouissant. 
Les 21 différences des 7 racines ¢ infiniment petites (53), 


. : P . r a5\” 
prises deux a deux, donnent, pour carré de leur produit, (= =) ) 
multiplié par le discriminant de Péquation bindme ¢7 = 1; lequel 


est égal a — 77. En remplacant a par son expression (92), ona 


ainsi le facteur 


93,33 76 33 


- co = | 


La huitiéme racine, d’aprés (59), est égale a 


Les sept différences de cette racine avec les sept autres, éleyées 
au carré, donnent le produit 


(=t)". 
5 
\ / 


Multipliant, entre eux, ces deux facteurs, nous avons, pour la 


76 TROISIEME PARTIE. — FRAGMENTS. 


ete principale du discriminant, — Sota aye D’aprés les 
/ 

galités (46, 47), ceci concorde avec la parue principale de 

— oe gi? A?*. On conclut de la que, dans le cas général, le dis- 

criminantest prévisément égal a cette derniére quanuté, sauf rempla- 

cement de g}* par un facteur se réduisant a g}* quand A s’évanouil. 


Mais, comme on va le voir en revenant au cas gy = 0, le dis- 


criminant content le facteur @}*, en sorte que l’on peut conclure, 
pour le discriminant de l’équation en 7, la valeur précise 


(60) —- (12 Bot A. 


Remplacant, dans l’équation (59), A par ¢? — 27 22, on pourra 
plag¢ , | Oy SS || 52 / I 


©: 3% 
ordonner le premier membre suivant les puissances ascendantes 
et entiéres de g}. Le premier terme, indépendant de gy, coincidera 
Bo == 0 Les 
trois racines, qui se réduisent a une seule et méme racine triple 


avec le premier membre (33), obtenu dans le cas 


pour 2»=0, ont done des différences mutuelles du premier ordre, 
au moins, relalivement a gy. Le produit des carrés de ces diffé- 
rences contient donc le facteur g§. Mais il y a deux groupes de 
trois racines se réduisant a deux racines triples. De la le facteur 


gs” dans Je discriminant. C’est ce qu’on avait annoncé. 


Relation entre les inconnues des deux résolvantes. 


Par les égalités (16) on peut exprimer ¢ en fonction de x; mais 
lexpression inverse de x en fonction de ¢ offre plus @intérét. 
Soit ®(¢) le premier membre (5g) de l’équation en ¢. On peut 
mettre l’expression de x sous la forme 

W(t) 

= P(t)’ 
ot W est un polynéme entier en #, de degré égal au plus a 6. En 
effet, le degré de W peut étre abaissé au-dessous de 8 par le moyen 
de ’équation® = o. Mais, la somme des racines x étant nulle, le 
théoréme d’Euler sur la décomposition des fractions rationnelles 

montre que le degré de W est alors moindre que 7. 

La particularité qui s‘offre d’abord, c’est que les coefficients de 
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W sont des fonctions entiéres de g, ct g3. Voici comment on peut 
le prouver. Soient ¢,, é, ..- les diverses racines ¢; considérons 


les polynémes, du septiéme degré en ¢, 


, P(t) P(t 
Ean ee \ : : o(i)= 4, astete 
L—t) — ts 


On a cette expression de V(t), 


W(t) = wv, By (t) + vy ,(t)+..., 
Hy, Ly, .-. Etant les racines x qui correspondent respectivement 
a fy, lg, .... Effectivement, W(2), suivant cette formule, est un 


polynome du sixiéme degré qui, pour ¢= fy, se réduit a xy By (ly). 
Mais ®,(¢,) = ®'(¢,); donc W(¢) est bien le polyndme demandeé. 
Si maintenant lon ordonne W(¢) par rapport a ¢, on voit que ses 
coefficients sont linéairement composés avec ceux de ®, d’une 
part, et avec des sommes symétriques x, ¢/-+ x2tf+.... Une 
telle somme, absolument comme les coefficients de ®, est une 
fonction entiére de g» et gy. En effet, comme on l’a dit pour 4, et 
comme on peut le répéter encore, les quantilés v,¢% ne sont en 
aucun cas infinies, quand g» et g; restent finies. L’équation du 
huitiéme degré, qui a ces quantités pour racines, a done pour 
coefficients des fonctions entiéres, quand le premier coefficient 
est réduit lui-méme a étre numérique. La somme de ces quantités 
est ainsi une fonction entiére. 

Par exemple, la somme Yx,zl,,, entire el du quatrieme degré, 


» 


reproduit g3, sauf un coefficient numérique; lasomme Lx, 03, de 
méme, est proportionnelle a g> 93. Les coefficients numériques se 
trouyent aisément au moyen de la racine ¢, qui n’est pas nulle 


aveo A; ona, pour A: — 0, 


3, 33 2°. 33 ‘ 
SS ee eee we £5 — PNG Gs) 
7 / 
rt = 28.34.y' = 92.32.93, 
Sides Chee 0535 
G4 = a — §383) 
/ / 
| ps l 6 82)” te ae) 
Lyly= (082), Lyty= = 8283, 
| azar 7 


| Ce (95 Si rala= Oo. 
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Par les mémes considérations, on voit de suite que la quantité 


(62) 7 Seat 6 gs drat 


est divisible par A. 
Revenonsa W(¢) que Von peut former comme il suit. Nous avons 


,(¢) = 7 (0+ t,t 05+... +47) 
oes 63 23 (+4 0+...+ 19) 
—2.5.7A(+ t th-+...+ ¢?) 


Se souvenant que Lx, est nul et observant les relations (61, 62), 


on trouve, de suite, 


W(t)= 7(6 82)? 08 + ke} Att+...; 


le terme en ¢® manque, et tous les autres, sauf le premier, contien- 
nent le facteur A, si toutefois ils existent; c’est ce qu'il faut exa- 
miner. 

Soit nr Pexposant de A dans le coefficient de 2”. En supposant A 
éyanouissant et prenant pour ¢ une des racines infiniment petttes, 
on yoit que ce terme deyvient infiniment petit de l’ordre n + 4m. 

Deux semblables termes donnent ainsi des infiniment petits 
d’ordres différents, n + 4m, n'4+-4m'; car met m’ sont moindres 
que 7 et 7(m—=m’) ne peut étre entier, quand m et m! different. 
Cela étant, la partie principale de W(¢) a, pour ordre, le plus petit 
des nombres rn ++4m. D’autre part, le dénominateur ®'(¢), égal 
au produit des différences de la racine considérée avec les autres 
racines, contient six facteurs de l’ordre 4; il est done de Vordre 2+. 
Comme & a une valeur finie — 3y, le numérateur doit étre aussi 
de ordre 2‘ et Pon a, pour chaque terme de W(¢) contenant le 
facteur A”? 2”, la condition 


Mais, 4 cause de VPhomogénéité, 6n + 3m, quiest le degré de Ane”, 
doit étre, au plus, égal a 22, degré de W(t), quand gs, g3, ¢ sont 
considérés comme étant des degrés 2,3,3. D’ailleurs, 6” + 3m est 
divisible par 3, donc au plus égal a 21; ainsi 


n+3ms 


wl 
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A ces deux inégalités satisfait @abord le premier terme ¢°; les 
autres combinaisons qui y satisfont encore sont les suivantes Aé5, 
A? 73, A®¢. Mais leur degré commun est 21 et elles ne peuvent étre 
complétées par un facteur entier en g» et gz. Seul donc, le pre- 
mier terme subsiste, et l’ona 


OR ee 
(63) x = Oy, 


_ On a, suivant (59), 
(t) = 718 — 63 gs 17 — -0 Als — 63 A2th— 14 A 02— At, 


Faisant lopération D (t. I, p, 300), en considérant, dans D®, 
£ comme une constante, on a, pour chaque racine (, 


®'(t)Dt+ D&=o, D® = — 4(6 82)? 


By 


Il en résulte que la formule (63) peut s’écrire ainsi 
q i 


Dr. 


A a 
(64) ve t? 


NIN] 


elle est analogue a la formule (11), trouvée déja dans Ja division 

par 5 et nous en yerrons plus loin la généralisation. On peut, 

comme on l’a fait dans le Chapitre précédent, retrouver, par cette 

formule, l’expression (60) du discriminant de l’équation en ¢. 
Nous allons appliquer cette formule au cas ou g» est infiniment 

petit. 

est nul, nous avons trouvé (en supposant 9 > 0) 


>) 


Quand g 


2 


(Ob) as 10 Oe BOG Thi ee ay Gi = Lar. 


x étant une racine cubique de VPunité; x et x9 sont donnés par 
les formules (26). Nous en avons déduit (30, 32) 


t= t)= t6=43 (34 a1) Bs, b=3h=4= 


Nous avons observé déja (p. 76) que les différences mutuelles 
de ¢, t;, ts ou ¢o, t3, t, sont du premier ordre en gy, quand gy», au 
lieu d’étre nul, est infiniment petit. La formule (64) va donner 


8o TROISIEME PARTIE. —~ FRAGMENTS. 


facilement ces différences. Soit, en supposant indice uv égal a o,3 


ou 4, 
hex = Sy 
ty=43(3—21)os+E2Voa4--.. 
z 5 . 7) yo» @ sheet 
Se rappelant qu’on a D=12¢; ae oS » on en déduit, 
SENS DS a O25 : 


quand g» est infiniment peut, 


3 
Diy = 12 Mea oe, 


puis, suivant la relation (64) 


L’inconnue d) est déterminée par la. Il suffira d’écrire le résultat 
sous la forme 


Fire Teo 
(65') fas Gd wee 2 
Cle 3 


pour que cette derniére formule s’applique aux six quantités @, ¢,, 


' ! ' 


bys Cy» C55, €,, que nous affectons d’accents pour les distinguer des 
quantités correspondantes ot gy est supposé nul. Il est entendu 


(ailleurs que les ¢ et x doivent étre affectés d’un seul et méme 
indice. 

Cette formule ne s’applique point a ¢, et “,, dont on peut aussi 
trouver, par laméme méthode, les seconds termes. D’aprés léqua- 
tion (5g) en ¢, il est visible que ¢, — ¢, et t';—¢; sont du troi- 
siéme ordre en go, et l’on trouve 


Cas ot g3 est nul. 


Il est tout particulicrement intéressant d’examiner les relations 
précédentes entre les racines dans le cas ot l’inyariant gy est nul. 

Pour faire disparaitre les dénominateurs dans l’équation résol- 
vante (19), pous prendrons alors g»= 4. Si l’on pose 
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la résolvante s’abaisse au quatriéme degré et s’écrit ainsi : 
(66) £4 — 92,3,7£3— 9. 33,5.922— 92.9.93§ — 34.7 = 0. 


Le théoréme d’homogénéité (t. I, p. 32), pour le cas gs=0, 
donne 


p(tu)= —pu, (UA) 3 U8) Cee 


Si lon y joint la propriété consistant en ce que deux périodes ont 
un rapport égal az(t. I, p. 64), on sait d’avance que, a et Vea 
étant les valeurs de p et de p’ pour une partie aliquote de période, 
il en est autant pour — @ et iV/oa. C’est aussi ce qu’on retrouve 
par les formules (16) : g 3 étant nul, le changement de x en — x 
entraine celui de z en — ¢, sans altération pour y. 

Dans les formules du paragraphe précédent, qui servent a dé- 
duire six racines de deux d’entre elles, nous allons supposer les 
deux racines initiales x et x égales et de signes opposés, répon- 
dant ainsi a une seule racine & de Péquation (66). Nous suppose- 


rons, en outre, \/%)=— ty/x, ce qui donne 
a-d=0, 6+ b,=0, C+C=0, 
Veag=tVga, Vebo=iveb, Vee=ivec. 


Par les égalités (36, 38), ona 


(67) ‘ 4 


avec les analogues, obtenues par permutation des lettres. 
Les égalités suivantes (39) proviennent d’un changement de 


signe sur \/.2; mais, \/2o devant rester inaltéré, il faut ici changer 


i en —1, pour respecter l’hypothése \/x == — t/a. 
On a donc 
a.=—- toa = — @ 
ree Fede a 
2a/0a,= [a@+a,—lU(a—dag)| yoa =—t[/a+a,+i(a—a,)| Vea, 
a+ a= 0, oa, = toa. 


II. 6 
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Les formules (40) donnent 


| — (a+ b)Vea,= (a+ a) ob +(b—a,)iVvoa. 


Les suivantes, aprés une permutation circulaire de toutes les 
lettres, donnent aussi 


a - OO : [pe -Aa--Qy). ———— Qa, 


- 


—(a+ b)Vob3= (a,— b)Voa ze (a+ a, )iVob, 


(69) ay + b3 = 0, Vobs = %/ Gap, 


a quoi il faut ajouter les relations analogues que fournit la permu- 
tation circulaire remplacant a, b, c par 6, c, a ou c, a, b. 

Les formules (42) et (43) dérivent des précédentes, (40) et 
(41) par le changement du signe de yz, lequel doitici étre accom- 
pagné du changement de ¢ en — 7, comme on l’a dit précédem- 


ment; on a donc, semblablement, 
(70) as b,=0, Voas=ivob, 


avec les relations qui en découlent par la permutation circulaire. 
Nous connaissons maintenant la correspondance des huit ra- 
cines x avec les quatre racines E, savoir : 


| & =—@= VE, 
we — a= Vin, 
(7!) ‘Ss 
, 
|e ea 
| 2 =— 23 = és. 


D’aprés l’égalité (67) et ses analogues, on a 


be pa iN Se ee oe 
7 Paes (OuGcea eb? © cle 


\ 


C’est une fonction symétrique en a, b,c, une fonction rationnelle 
de w, par conséquent. C'est, de plus, une fonction impaire, puis- 
qu’on a ici 

oa =4a(a*—1). 
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On obtiendrait l’expression explicite de x, par un calcul direct, 
en prenant d’abord 


et substituant les expressions de y et de wz, que donnent les éga- 
lités (16). Mais nous suivrons une autre voice, en retenant cette 
conséquence que, en élevant au carré, on a 


Ey == file), 


jf, désignant une fonction rationnelle. Cette égalité traduit une 
substitution qui conduit de la racine § a la racine §,. 

Les mémes circonstances se présentent dans les formules (68). 
En développant le carré de vob — ily oa et utilisant les équa- 
tions (35), on obtient une fonction rauionnelle. Par addition de 
trois égalités semblables, nous aurons 2, en fonction rationnelle 
dea, 7, 2, 4, 0, c, et cette fonction sera symétrique en a, 0, c: 
Elle est donc, finalement, rationnelle en x; de plus, elle est impaire 
et l'on en conclura 


fy désignant une nouvelle fonction rationnelle. C’est une seconde 
substitution, conduisant de la racine § a la racine §. Cette subst- 
tution est imagtnaire. Il est clair enfin que la substtution con- 


juguée conduit de § a &, 
és = f(6). 


Pour se rendre compte de l’effet de ces substitutions, appliquées 
aux autres racines, il suffit de considérer les arguments elliptiques 


qui correspondent ad ces racines. 


we 20 20)' : ; 
Soient -— et —- les arguments qui correspondent a x et 2p. 
7 i 
Ces deux arguments, ici équivalents, correspondent a ¢. En méme 


20)’ 20) 20/120 
correspondent 


temps, les deux arguments 


so He 

eh Ste 

20m’ hw ; | . aa 
See) OLN | argument de 2» el, par conse- 


On peut prendre 
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quent, de €. La seconde forme, équivalente ici, n’est point 
20'+ 6 ; : ; : bing 
————, argument de a3, mais bien, suivant l’égalité (69), 
/ 
r 
WwW + 12W 
fesrdas » argument de 0. 


» + 8w 


el Due 
Semblablement, on peut prendre pour argument de &;. 


C’est Vargument de a,. Suivant l’analogue de Végalité (70), on a 


8w’+ fow 
et la seconde forme de l’argument de €; est ——_1— - 
- 


On retrouve ces mémes résultats en supposant ‘) == FO). On a, 


de la sorte, les égalités 


2.0/ m0) 
—it— =0, 
i, vy, 
2u'’+ 120 .2W'+ 9w 
— = DO, 
ui 7 
fw’ + 12 -20)' + 4wW 
- U == 9), 
7 a 
8w'+ fow .20'+ 8w 
= = = —_ fF = 60, 
/ Hf 


qui mettent en relief l’équivalence des deux arguments attribués, 
ad libitum, a chacune des racines &, &,, £5, &. 


20 2.0) a ee Ss : 
Avec les arguments — et — attribués a a et do, les substitu 
/ 


tions ci-dessus donnent les résultats suivants : 


20! 2 


2 aN ete eres hs 
JiCS)) = Be (argument — + —; 
/ 
' 
2.0) 4 
F2(e) = be, » = = Sax > 
‘ eh 
/ oO 
20) roma) 
rape a 2, 
J3(§) = &3, » +-——- 
7 7 


w’ + 20 20'+ 19 : ae 
et » attribués a a, et ag, 


2 
Avec les arguments - 


7 
/ 4 


elles donneront, de méme, 


ae ae 20’+12W 20/+ 9w 200! 
fi(é:) d’argument ——_—— —— =2—; 


- - 
/ / / 
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c’est argument de by. Ainsi, 


fe: 
Jil 6 
De méme, ona 
; , 20’ +120) 9/0) —— 9/0) 20'-+ 10 
/x(2,) argument ~ 2 ee t : Fier te 
7 7 vy 
hat fis oer 
: 20 + 120 2W/+- 2.0) 2W + 40 ee 
e a 
fi) yO ee A = be 
7 7 7 
r t 
S 20 + 4w 4w +120 
Semblablement encore, avec les arguments el = 
7 
2.0) 20)" 
remplacant — et —-, ona 
4 / 
, I r id 
‘ ; 4 +120 20'+ 4H 8w'’+ fow 
Wales) d argument 2 : = ee z » Si (é2) =¢3- 
7 zi 7 
: 4w’ +120 2w0'+ 4w 2w’-+- 120 
F2(&a) » : , z = 4 Se SFo(€2) = &1, 
Z a 
: 4)’ + 120 2w'+ 4 20)! 
T3(&) » SP a Ree eee ay eae 
H vi v 


Enfin, les arguments 


2u'’+ 8w 


8 wu’ + fow 


2.0 
remplacant — et 
7 
—-, on trouve 
7 
; , 8w' + fow 20’ 8w 20! fw ; 
Ai(€3) argument i - = =) Fs(Es) = bas 
7 y) 
: 80’ + fow 20'+ 80 20) it eet eee 
fa(%3) » — sete 2 = > BGS et 
7 7. vA 
: 8’ fow 20'+ 80 20/4 20 a * 
F3(3) » ee a ete ) J2(3) = &1- 
7 7, oy 


Pour achever l’étude de ces substitutions, on doit encore exa- 
miner le résultat de leur succession; il est exprimé par les rela- 


lions symboliques 


At fr = 1; 
Iitz=hiv= Ss) 


c’est-a-dire 


Ii [i Mein | a Sons 


Sofr=Shry 
\ih=hahi = Sr: 


a pas 


fifs=Ssfar=b 


So[fo(Em)] nite ny 


86 TROISIEME PARTIE. — FRAGMENTS. 


On voit, par la, que le groupe complet ne contient pas d’autre 
substitution. 

Il suffit de jeter un coup d’ceil sur les résultats précédents pour 
reconnaitre que la quantité suivante 


Niza icy eye) ee) 


ne change point si l’on y remplace E par &,, 2 ou €3. C’est une 
fonction rationnelle de §€, racine de |’équation (66); elle n’a 
qu’une valeur: c’est donc un nombre commensurable. Nous allons 
le trouver. 2 


Pour une équation quelconque, du quatriéme degré, 


cb och Bet ye 4-0 = 0, 
soient 
G,-+- 563 = Y, eae ey 63 == L 
On en conclut 
high XE2— 2 DEmEen (Y= Cae (8 gawd 
D’autre part, on a 
) 
z aN feck ce See Ay Satie 
(G61 — bos) Z— (E+ b+ bo bs) ¥ = — 2 Den ene 


ou, en d’autres termes, 
(61— 2&3) Z=ay—aY. 


En élevant au carré, on en déduit 


puis, en éliminant Z?, 


(73) (gaY¥ —y)?= (¥?— 48) (Y+}o2— 8). 


Cette équation en Y n’est autre que la résultante de léquation 
Ge x r s 7 , ‘d 
en §, d’aprés la méthode de Ferrari. Ayant Y, on, en déduit 


iL, =tyor— 46+4Y, 


et lon décompose Péquation du quatri¢me degré en deux équa- 
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tions du second degré, comprises, toutes deux, sous la forme am- 


bigué 


(74) Poe Hw LEAVE (Ga —y)=0. 


L’une des équations a les racines € et §, : c’est celle qui correspond 
au signe moins, pris devant Z; l’autre a les racines § et §3. 

Dans le cas actuel ot il s’agit de Péquation (66) en &, la trans- 
formée (73) est la suivante : 


(75) RY 223.7 CY =f 2. 27. 20) = 22.1923 ¥ ==" 523))2, 


Nous savons qu’elle a une racine commensurable; cette racine esl 
donc entiére et nous la trouverons aisément. 

En posant Y = — 2.7Y’, on apercoit immédiatement que Y' 
doit étre entier et positif. Le résultat de la substitution 


(GY 2-2 3") (G229=— Y= 2 (3.7)¥ =. 23)? 


montre que Y’ est impair, en sorte que 7 Y’?-+- 3° est divisible 
par 8. Le second membre est donc divisible par 32 et Y’ est de la 
forme 4n --1. En posant Y'= 47 +1, on obtient 


(147? + 9n +11) (65 — nr) = (21n +11), 
ce qui exige 


65 —n =11 (mod7), nm == —2 (mod7). 


En méme temps, 7 doit étre diviseur du dernier coefficient 
11(65 —11) == 2.33.11. A ces conditions satisfont seulement les 
nombres 12, 33, 54, dont le second est effectivement, et seul, ra- 
cine de l’équation. Voici done la racine cherchée 


NS 157719), 
et l’on vérifie sans peine que l’équation (75) se décompose ainsi 
(76) (M2721) (X84 9297 Y 92.7 105i) = "0, 


On a ensuite 


Sy Mean fe 99 9 99 — 23.9(65 — — »8.- 
p12 oY. 4 9037.9 29 == 2°..7(09 — 1) = 2°95 
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£ 


et les deux équations du second degré (74) deviennent 


(77) g2— 2(o1=e 8/7 )E — 72.19 =H 28.11 /7 = 0. 


Nous les résoudrons plus loin. Il suffit, pour le moment, de savoir 
que lune de ces équations, celle qui correspond au signe infé- 
rieur, a ses racines, § et &,, réelles et de signes opposés, tandis 
que l’autre a ses racines imaginaires, § et one 


Distinction des diverses racines entre elles, 
dans le cas ¢3= 0. 


Prenons, pour 2 et 20’, la période réelle et la période pure- 
ment imaginaire. Nous avons, en ce cas, 


(78) GP SO Ss 


x est réel et positif : c’est la racine carrée positive de la quantité 
positive £. Les trois quantités ¢a, ob, 9c sont positives et, d’a- 
2 - 5 ke F 7 BY. Toe : 
pres l’égalité (72), —= est réel et négatif. Soit ¢, la seconde racine 

réelle : elle est négative; on aura 


De Viai= iy bt, 
y— &, étant prise positivement. 
Pour les autres racines, les formules sont plus compliquées, et 


nous allons d’abord transformer l’expression de ay, Additionnons, 
entre eux, les deux arguments +(w/+ ) et $(w/—w) : pour le 


premier, les fonctions p et p’ ont les valeurs b, et \/9b,; pour le 


second, —c, et ivoc,. La somme est égale A 


(12 w’ — 4w) : 
- - = 2(w  20)); 


7 


c'est, au signe prés, Vargument de a,. On a donc 


4 


(79) Pegi = (Cees 
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Les relations (67) donnent 


¥ rahe i — ti I Ree 
(80) a=—-(a——)}, you = —— a+ - a——; 
} a : 4 a a 


en sorte que vou et les analogues , © by; VOC sont les produits 
de quantités réelles par la méme quantité imaginaire ¢ +1, dont 
le carré est 27. Dans le second membre (79), développé ainsi 


yor me Ae Vee V ob; V9 C1, 


b;— ey + a= 1 
! : of (b, + ¢,)2 2 (64> ¢,)? 


fn [ 


c’est donc le premier terme qui est purement imaginaire, tandis 
que le second est réel. Au contraire, dans le second membre (68) 
développé 


c'est le premier terme qui est réel. D’autre part, b — a est réel et 
b, —c, purement imaginaire, en sorte qu’ona 


u +e = — = 

4 (b,c)? ; : 2 (a+b) 
19b—o%a ast oe ee obi Veer 
4 (a b)? ‘ De 2Ce = 


avec les relations analogues, déduites de celles-la par la permuta- 


tion circulaire. On peut donc conclure 
ob — 1 pby—ocey 


4 ia? 


ms by 


ioe 
(Eh a= 
ou, en mettant 4a(a?—1), au lieu de oa, 


_ (a— 6)(ab-+-1) ; (¢1— 61) (¢104-+1) | 


2) 


(a+b) | (€,-+ 6,)? 
On a ainsi 
w= U—vy, 
ie CAS Pyar rt CO) (0cs1) | ea ee 1) 
_ (a+b) (6+ c¢)? (e+ a) d 


— (a= bi )(a bit) | (Armen) (iat | (er— a1) (era +0) | 
a (a,-+ by 2 (b4-- ¢ )? (e;+ a)? 


iV 
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Pour le numératetr de U, 
x(a — b)(ab +1)(6+c)?(e+ a), 


on trouve aisément l’expression 


(a -— b)(b—c)(e—a) (2a2b?+ 3abe Sa +3Sab-—Xa?), 


montrant que U est une quantité positive, suivant les inégalités 
(78). Mais, a Végard de V, il faut y regarder plus attentivement. 
Transformons d’abord U; posons 


A@ = 6)? (be )*(c a) 
(A= Pb eye a) 


et concluons 
PU = 72+ 72 + 2+ y. 


Chassons z d’aprés la relation (11), puis y? par la relation (13) 
et enfin y par la premiére égalité (16); nous obtenons ainsi 


12(722— 5)PU = 54% +151 v'— 252? + 117. 


En mettant a,, b,,c, au lieu de a, b, c; §& au lieu de x?, 
nous aurons donc 


(81) —12(5 ~—7&)P,Vi = 55} +1516? — 258,117. 


La quantité — §,, dont nous aurons tout a Vheure l’expression 
explicite, est comprise en 18 et 19. Le second membre (81) change 
de signe une seule fois quand —&, va de zéro a l’infini positif; il 
est encore positif pour -— §,— 20. Il est donc ici positif. D’autre 
part, d’aprés la relation (80), ona 


(ay— 6,)(O,—€1) (G4 —@&) _ oe its I 1 
“a Ob Beastial. . ae 3) 0+ iz) (1+ 35), 


et les facteurs (a, + 6,)?, ... sont négatifs, en sorte que ¢P, est 


négatif et, par conséquent, V est positif. Finalement, d’aprés 
les égalités (71) et U, V désignant deux quantités positives, 
ona 

(See gre ee SU 


82 ‘ 
a (2s aUe fee Se 
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Suivant les égalités (71), asa partie imaginaire positive, 2c UV: 


v & est celle des deux racines carrées ov la partie imaginaire est 


positive aussi. Enfin \/& est la quantité conjuguée de >. 


Formules relatives au cas g;= 0. 


Résolvons Véquation du second degré (77), en observant que 


Vona 
(21+8 V5)? + 52.19 + 28.11/9 = 2/513 + 5/9)? 


IL en résulte 
ort 877+(13 + 57/7) V 29, 
et cette formule, si l’on y change lesigne de V7 el de Vo V55 fournit 
les quatre quantités §. La séparant en quatre formules distinctes, 
avec l’acception arithmétique prise pour chaque radical, on aura, 
conformément a la définition précise des quatre racines, 


= 21 +87/7+(13 + 5y7)VoV7, 


SY 


by = 01 + 8/7—(13 + BV 7)V 29, 
(83) a > fo oer 
Ep = 21— 8/7 + i(5y/7 —13) VV 2V7, 


fs = 21— 8 7—1 5/7 —13)\ a7. 


Ona vu plus haut que les w de divers indices s’expriment ration- 
nellement en fonction de l’une de ces quantités. Il en résulte que 
les divers produits EE, yEEs, .. s’expriment rauionnellement 
en € et, par conséquent, contiennent seulement les irrationnelles 


V7 et V2, 7. C’est ce que nous allons retrouver aisément. On a 


d’abord 
P19 + 8.117 =3 ¥7(19 + 7977)? 
De la, conformément a l’équation (77) eta nos conventions sur 
les acceptions de VE, Veo, Ves, 
= t 
ae Iti ed ia Nae 


Vee EOE; = ov 7t. 


(199 +7 V9)V2V7, 
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Cette derniére égalité est d’accord avec le dernier terme de |’é- 
quation (66), comme il conylent. 
En prenant les racines imaginaires Y de l’équation (76), on a 


f= —14 + 24771, 


14 24 70, 


comme les formules (83) permettent de le vérifier. - 
Des formules ci-dessus, on conclut 


a 


bE. -+ &1E3 + o£; bos = —14 + faV7i=(7 + 3iy7)?, 


te + bits —2VEbi bb =—14+ 6¥7i=iV7(V¥7 +i), 


puis, en extrayant les racines carrées, 


( V+ VER = 7+ 38v9, 
| V—Viba= 894 ave. 


2 


(85) 


Voici comment sont ici fixés les signes dans l’extraction des 
racines carrées des seconds membres. D’aprés les égalités (71) et 
(82), ona 


SUV, | Vere Ue 


U et V étant posilifs et, en outre, V>>U, puisque U?— V?, 


partie réelle de §, est une quantilé négative, 21 — 8y/7. D’ailleurs 


Ve est positive et /&, = i\/— &, avec /— & >> 0. Il s’ensuit d’a- 
bord qu’au premier membre de la premiére formule (85), les 
parties réelles et imaginaires sont toutes deux positives. D’autre 
part, on a 


bape = VE (Ui 4 V0, ye ee 
= Uvé—Vy¥— 81+ (VE —U//—&). 


Or, en méme temps que V > U, on a aussi \/§ > \/— &; la 
partie imaginaire est donc positive, et c’est ce qui régle le signe 
dans la seconde égalité (85). 


in prenant, de part et d’autre, les quantités conjuguées, on doit 
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, r alae . . 1; ae . 
échanger \ 2 avec Vés et changer aussi le signe de Vb, ce qui 
donne 
en ree ' o> iB. 
V3 — Vive = 7307, 


(86) I a 
VES sg V1 bo = 


Autre cas particulier. 


Le cas g3;=0, que lon vient d’étudier, présente cette particu- 
larité que les racines x y sont, deux a deux, égales et de signes 
opposés. Cette méme particularité, mais pour une seule paire de 
racines, a encore lieu si l’équation (15) a une racine commune 
avec cette autre équation 


comme on le voit immédiatement sur la forme (14). Résolvant 


cette derniére équation, on a, en faisant 92= 4, 
wees 1 s 
a Teste 9 — =-—4(7+0/7). 
v7 oF 


8 
S 
w]e 
JQ 
w 
w 
=) 
< 
NI 
8 ]39 
w rw 
(Se) 
= SS 
iT 
Ss 
Ni ~ 
Se, 
= 
io) 
we) 
Fae ea Oh 
|-1- 
lp 
N71 
ee 
t 
\| 
lore) 
—. 
0 
i] 
| a 
NI) 
ek SAS 


ay? 2/ 22 . 
a7e% 92 eae 
(87) fo 3 = le ae ——— ): 
7 


Vv 


7 


En nous bornant au cas des invariants réels, nous devrons sup- 


poser g» positif, sans quoi, d’aprés cette derniére égalité, gs serait 


imaginaire. Ainsi, gy étant positif, nous avons ici des valeurs 
de gy, telles que, pour chacune d’elles, il existe deux racines 2, 
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égales et de signes opposés; elles sont purement imaginaires 


et A est positif ou négatif, suivant que l’on prend le signe supé- 
rieur ou le signe inférieur devant le dernier terme. 

Les deux Tableaux ci-aprés font connaitre, pour tous les cas ot 
les invariants sont réels, les signes des parties réelles et des parties 
imaginaires des racines 2. On suppose choisies, pour 2 
et 20!', la période réelle et la période purement imaginaire : la 
racine x, toujours réelle et positive, et la racine 2», toujours 
réelle et négative, sont omises. On désigne par g°,, 9 et 9° les 
valeurs particuliéres de 93 signalées précédemment (p. 33 et 93), 


savoir 


La premiére g', est comprise entre les deux autres : elle est 
moindre que gy; car on a vu qu'elle fournit un discriminant po- 
sitif, tandis que g; donne un discriminant négatif. Elle est plus 
grande que g,, comme on le voit immédiatement aussi par la com- 


paraison des valeurs du discriminant, donnant lieu a Vinégalité 


913 3 32 / z 88 5 
—<i ( - 13 4- —= }- 
Doak 78 V7 

/ / 7 


Cette inégalité se vérifie le plus facilement, si l’on y remplace ¥/7 


par la réduite $, approchée par excés. 
On suppose gy constant; g3 varie de — 2 a 4-2. Dans le pre- 
mier Tableau gy est négatif; le discriminant est donc toujours né- 
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gatif. Dans le second Tableau, le discriminant est positif quand g 


3 3 


/ ic ee meee 
. / o,\3 | / (ON ee P - 
varie de — / i a+ \/ (2) ; il est négatif en dehors de ces 


fimites. Voici le premier Tableau, ot l’on a juxtaposé les racines 
imaginaires conjuguées &, et 2g, L3 CLX,, Lo et Xs: 


| 
ae ee Se BE es ais ——— 


On voit, sur ce Tabieau, deux signes pour chaque cas : le pre- 
mier signe est celui de la partie réelle, le second celui de la partie 
imaginaire. Ainsi, la premiére indication g3==-—+o, x,;=— 
exprime que £,, pour g;=-+ 0, a la forme —a—78 ot aet 8 
sont positifs; z.== 0 exprime que £, est égal a zéro. On a men- 
tionné, outre les valeurs extrémes g3 = + o, la seule valeur inter- 
médiaire 23; = 0, pour laquelle les parties réelles de x, et de x, 
s’évanouissent en changeant de signe. Pour aucune autre valeur 
de g3, il n’y a changement de signe dans la partie réelle ou la 
partie imaginaire d’une racine. Ces changements, on |’a vu précé- 
demment, se produisent seulement pour les valeurs de g3 incom- 
patibles avec l’hypothése g.< 0. Nous allons trouver ces valeurs 


paruiculiéres dans le second Tableau que voici : 
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He = gs > Oy. 


Eis) 


Examinons d’abord la partie supérieure de ce Tableau, celle 


. . . / Or 5 3 
qui est relative aux valeurs de 83 comprises entre \/ (2) et + CO, 
Wo) 
et pour lesquelles le discriminant est négatif. Les valeurs extrémes, 
pour g3= +, sont les mémes que dans le Tableau précédent, et 


conformes a ce qui a été dit (p. 59). Les valeurs des racines, pour 


(FS 
g=\/ (2) au cas du discriminant négatif, ont été étudiées 
(p. 72) : les pares imaginaires sont nulles; mais, en les considé- 
rant comme infiniment petites, on a relaté leurs signes par la no- 
tation 4-0 ou — 0, indiquant un infiniment petit, positif ou né- 
gatif. Entre ces valeurs extrémes de g3, nous avons trouvé la 
valeur intermédiaire 9’, pour laquelle deux racines conjuguées 
sont purement imaginaires (p. 94), sans savoir toutefois quelles 


étaient ces racines. Mais, aux extrémités, x3 et 2, sont les seules 
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racines ot les parties réelles aient changé de signe. Ce sont zy et 
x, les racines dont il s’agit. 

Nous dirons plus loin pour quelle raison les indications rela- 


tives a chaque racine sont portées, dans la suite du Tableau, a des 
colonnes différentes. 


La partie inférieure du Tableau correspond aux valeurs de g 


a 
61 


. / 3 . 
comprises entre \ (#) et — oo. On lobtient au moyen de la 


partie supérieure, par le changement du signe de gy, et en outre 


(p. 58), 


remplacant Feb Ges Lo, Ba, Di, ee 


; { 
A ) 
(A) 


par Ley V1, Y3, — #9, -— Xs, LH ,- 


La partie moyenne du Tableau correspond aux discriminants 
positifs. Les résultats relatifs aux valeurs extrémes, ainsi qu’a 
&3—= 0, ont été trouvés précédemment. Pour g3= gy, deux ra- 
cines conjuguées deviennent égales entre elles et leurs parties 


imaginaires changent de signe : la considération des signes des 


. . . . fs 2'o \ 3 
parties Imaginaires, pour o3 => / & 6b pour £3= 0, montre 
v0 


que ce changement de signe concerne x, et 3. C’est de la méme 


oinaires 


maniére que l’on trouve les racines devenant purement imag 


ne 


Pour. 2. -atre p3=- 0. et 23 = \/ ( 


§2 
3 
déduisent de ces derniers par les changements (A). 


3 
) » les résultats se 


Il n’y a aucune continuité entre les fonctions elliptiques quand 
le discriminant change de signe. Mais les quantités x,,, fonctions 
algébriques de gy, sont continues. C’est leur continuité qui est fi- 
gurée dans le Tableau par la disposition des colonnes verticales. 
D’aprés les égalités (56) et (57), donnant, toutes deux, l’expres- 


3 
la seconde, aux valeurs supérieures, la premiére aux valeurs infé- 


. Rh . 7 82 3 . 
sion approchée de chaque racine pour 23-={(/ (2) » et relatives 
PI & ) 


\ 


rieures de gz, on voit que la méme racine dénommée 2, dans la 

partie supérieure du Tableau doit étre dénommée 2, dans la 

partie moyenne, l’indice 4m étant d’ailleurs pris aux multiples 

prés de 7. Pour connaitre ensuite les indices relatifs a la partie 

inférieure du Tableau, il faut faire d’abord la substitution (A), puis 
Ill. 7 
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diviser chaque indice par 4, et faire, de nouveau, la substitu- 
tion (A). Par ces opérations, l’indice m de la partie supérieure, 
devenu 4m dans la partie moyenne, est changé successivement en 
1 
? a 
4m 16m 
(mod 7), est égal-a l’indice demandé. Ainsi, par exemple, une 
méme racine de |’équation (15), quand g3 varie de +» a— o, 


, 16m. Ce dernier nombre, qui se réduit a 2m 


est successivement dénommée x,, 2, et Lo. 


Généralités sur la division des périodes par un nombre 
premier. 


Nous allons passer en revue quelques-unes des propriétés, re- 
connues précédemment dans la division des périodes par 5 et 
par 7, et qui peuvent étre élendues a la division par un nombre 
premier quelconque. Soit m ce nombre premier. Les ni” parties 
de périodes, c’est-a-dire les arguments dont le produit par n fait 
une période, étant pris pour arguments de la fonction p, font 
acquérir a cette fonction des valeurs en nombre }(n?—1). Ces 
valeurs de p peuvent aussi étre définies comme étant les racines 
@une équation algébrique ¥,=o (t. I, p. 99); mais Vanalyse 
employée ici les fait trouver d’une autre maniére. Soit a lune 


) , x ) 2, A ee 
delles, répondant a Vargument ~~? 2 étant une période quel- 


conque. Aux multiples de cet argument répondent d’autres valeurs 
de p, analogues, que nous désignons par b, c, d, ..., comme 
nous l’avons fait au début de ce Chapitre. Entre a, b, c,d, ... 
nous avons vu comment on peut former des équations algébriques. 
Ces équations, dans leur ensemble, sont entidrement symétriques 
relativement aa, b,c, d,..., et c’est la une propriété essentielle, 
qui n’aurait point lieu si 7 n’était point un nombre premier. Mul- 
tipliant, en effet, une ni*™* partie de période par les nombres 1, 2, 
3, ...(m—r), on obtient, quand n est premier, de nouveaux 
arguments qui sont, eux-mémes, des nitmes parties de périodes et 
dont les différences, deux a deux, ne peuvent étre des périodes : 
en prenant donc, pour lettre initiale, b, c,... au lieude a, on re- 
trouve, dans un autre ordre, toutes ces mémes quantités. Au con- 
traire, quand nv n’est pas premier, il existe, dans la suiter, 2, 3,..., 
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(n —1), des nombres qui ne sont pas premiers avec 7 : en multi- 
plant, par un tel nombre, le premier argument, on n’obtient pas, 
a proprement parler, une n'*™ partie de période, mais un argu- 


20 F 58 : ae ee E 
ment ~~, m étant un diviseur de n. La quantité b, qui répond a 
] 


cet argument, ne peut évidemment remplacer @ dans l’analyse 
qu’on vient de rappeler et les équations, dans leur ensemble, pré- 
sentent une dissymétrie. Nous n’avons pas a insister sur ce point, 
pour le moment; nous voulons supposer, pour z, un nombre pre- 
mier. La symétrie des équations conduit a prendre, pour incon- 
nues, des fonctions symétriques de a, b, c, d, ...; ce seront les 
eoeticrents 7, wv’, 7’, «. - del équation 


(88) av— xav- + x av-2— gz" av-3... =0, 


admettant a, b, c,d, ... pour racines. Son degré v est égal a 
Y 2rw 2(n—r)o 

;(m —1); car les arguments —— et = donnent une seule 

i t 


et méme valeur a la fonction p. Dans la division par 5 et. par 7, 


nous avons mis x, y, < au lieu de x, x’, x”. : 

On pourra choisir, pour inconnue, le premier coefficient x, II 
sera fourni par une équation algébrique, et les autres coefficients 
z', x",...s’exprimeront en fonction rationnelle de x. Le degré de 
l’équation résolyante en est égal au nombre des groupes analogues 
aa, b,c, d,.... Deux groupes ne peuvent avoir aucun terme com- 
mun; chacun comprend 4 (n —1) termes et l'ensemble en contient 
5 (n?—1). Le nombre des groupes est done n +1; tel est le degré 
de la résolvante en x, et nous avons trouvé effectivement les degrés 
Get-3 dans:les cas == et m= 7. 

La résolvante en x a pour coefficients des polynémes entiers 
en get g; quand le premier coefficient est réduit a Punité; c’est 
ce que, dans un langage abrégé, on exprime en disant que a es/ 
une fonction algébrique entiére. En effet, daprés la forme de 
Péquation 4, =o, toutes les quantités a, b, c,... sont des fonc- 
tions algébriques entiéres; il en est donc autant de la somme de 
quelques-unes d’entre elles. La méme propriété a lieu pour 2’, 
x",.... C’est ce qu’on voit aussi par la considération du cas ot le 
discriminant est éyanouissant, seul cas ot l’on pourrait craindre 
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que x pat devenir infini. La série 4 double indice (t. I, p. 366) 


Ley, > T I 
a t= , 
} u> (u— w)? 2 


donne, pour ce cas, un renseignement immédiat. Supposons, en 


effet, infinie une période 2w’, tandis qu’une autre, 20, reste finie. 
Alors sv, qui est une période quelconque 2mw + 2m'w!, est infi- 
nie, sauf quand on prend m'= 0. De méme, si l'on suppose 

2kw + 2k' oy! e 


CS ae 
Vt 


uw est infini sauf si l’on ak’= 0. Il suit de la, en premier lieu, que 


. oun ts akw , , 
les diverses quantites pP ae sont representees chacune par une 


a : my oe 4 okw A 
série simple, la précédente ot u = Saat et oti @ prend toutes les 


okw +2k'w! 


valeurs 2m. En second leu, toutes les quantités p 
Jt 


ot A! n’est pas nul, se réduisent a l’unique série simple —»> 5 
oti w prend les valeurs 2mw. 

Ainsi, quand le discriminant s’évanouit, toutes les quantités a, 
b,... restent finies; en outre, dans tous les groupes, sauf un seul, 
elles prennent une seule et méme valeur. Outre que nous recon- 
naissons, de la sorte, la nature entiére des coefficients de la résol- 
vante, nous voyons encore que, le discriminant s évanoutssant, 


la résolyante a une racine multiple d’ordre n. Voici le moyen le 
. A : ps. I 

plus simple de connaitre cette racine. La série —- . —, valeur 
Ww 


commune de toutes les quantilés @, un seul groupe excepté, ne dé- 
pend point de n. Considérons donc le cas n = 2. Le discriminant 
s évanouissant, deux racines e, deviennent égales entre elles; leur 
valeur commune est celle de la série. En supposant, comme pré- 


cédemment (46), 
= 1272, &3= 8y?—«, 


e étant évanouissant, on a, pour la racine double du polynéme 
438° — 28 — 3, la valeur — y. C’est donc — 4 (nm —1)yA quoi se 
réduit la racine multiple. Comme d’ailleurs, vu Vhomogénéité, la 


somme des racines est nulle, ona immédiatement laracine simple: 
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le discriminant s’évanoutssant, la résolvante en x se réduit a 
(89) [v—tn(n—1)y][e#+i(n—1)y]*=0. 


A cause de Vhomogénéité et de la forme entiére des coefficients, 
on connait, par cette voie, les premiers termes de l’équation en z, 
4 savoir ceux ow le degré n’atteint pas 6. Il suffit, pour les obtenir, 
de faire, dans le développement du premier membre (8q), les sub- 
stitulions 


Quant aux autres termes, il y subsiste des parties encore in- 
connues. On aura a faire, par exemple, les substitutions 


78 = (7562)? + aA, yY=(t.e2)'+Beed, ..., 


z, ,... étant des coefficients numériques, que cette analyse ne 
peut donner. 

Soit maintenanta trouver, pour un discriminant infiniment petit, 
la partie principale de 


aku +2k'w! 
p -¥ 


n - 


Employons, a cet effet, le développement de pw en série trigo- 
nométrique (t. I, p. 426) en y prenant 


iT)! 
akw + ak'w!' SEDs 
DI re) qd = 6 wo , 
nr 
On a, de cette manicre 
im DRE, Qh 
Oe q”, 
hic 2k! Qhite 2k! 
a ee I TU ( 
sin? = cos 106 |p Ne yo Ke G5 Ie 
2 oi Ww ees 
2mbkiTk 2%mk' 2mhki Tt 2mk' 
Te L ( n n £ n n 
s Fane Gp Me oe q 
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Sil’on suppose k’<4(n —1), la partie principale du dévelop- 


pement provient du terme non compris dans la série el ona 


Dhim 2h? 


akw+ak'w'\ 7 {a \2 — = 
Pp i i Maslin é qd Se ieriebe 


Sik’ est supérieur a (7 -—1), mais inférieur a nr, condition né- 


cessaire 4 l’existence du développement employé, c’est le premier 
terme de la série qui fournit la partie principale. Au surplus, on a 


, 2kw+ok'o' ako ako" 
p( 2 =) — ) 


7 \ fh 


et le second cas peut étre ramené au premier. Se souyenant que 
jo se développe suivant les puissances, a exposants enuers, de q?, 
enrcettersorte 


(go) HO = = (= DAG 5.05) 


on conclut 


a) ki ke 

2kw+a2k'w' x \2 I 2kiT 2h" 

Pp = A OOS, IE 
12 


It iw 


Le premier terme conduit, comme il convient, a la valeur limite 
— y, comme il apparait déja par l’expression asymptotique trouvée 
dés le début du tome I (p. 27) 


(22) 229 I 
w Ve 3% 


ss 


| 


D’autre part, la partie principale de A est 


12 


s=(=) Grt..., 


Ww 
\ / 


que l’on doit comparer a l’expression (47) 


Il en résulte 


w 


(91!) 


SQ 


P 5 bY = — 127 


* 

Ue soi 

2kw + 2k!’ E 5 i; 2 Ait 
é 
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sous la réserve que le nombre posiuf X! ne dépasse pas $(m—1). 


De méme que, dans les cas n= 5 ou n= 7, on peut toujours 


distinguer, dans chaque groupe a, 6, c, ..., une fonction p 


; 
5 2(W + MW 
portant sur un argument de la forme ACen et le nombre p. 
caractérise le groupe. Les arguments, dans ce groupe, ont ainsi 


! 
27r(w + pw) 
EEL ye prenant les valeurs 1, 2, ..., $(m—1). 
Tt = 


la forme 


Pour le premier d’entre eux, /’ est égal a l’unité et k= pv. Silon 


pose donc 
De | & 
(92) dy = — 12.9 \ = =) 
VG ae 
on a manifestement 
. pret 
(93) Ly + F(M—1)yY = we a oes 


= . . : . 2W 
Quant a la racine x, qui correspond aux multiples de ‘eae elle 


r2kw 


donne lieu a un calcul un peu différent. En supposant u= > 


iv 
on a, par la méme série trigonométrique (t. I, p. 426), limitée au 
premier terme 


akw Gs AO) i : okt 
) = — — 2g? cos —— 
PT \ ‘, | TC pmeme au 7 nm 
. 4 sin* 
¥ n 
En prenant k =1, 2,..., 5(m—1), faisant la somme et rem- 


placant , par l’expression (go), on obuient 


. 


ot S désigne la somme 


qwil n’est pas besoin de chercher, puisque nous connaissons déja 


v 


. . d : 2 
la valeur limite de et de x. Ona donc 


pal cy (7 Dytenrg| 
ea) ee eat 2, {qd ny 
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Employant maintenant la série suivant laquelle se développe 
82(t. I, p. 446), la limitant au terme en qg? et mettant 12? au 
lieu de gy, ona 


(=) 37)? = 1+ 2'.3.592+.... 


On en conclut 


par conséquent 


z= }n(n—1)y—12n(5n—6)yg2+.... 


Enfin, suivant la relation (g1), 


I Igoe : é 
(94) aid CeO ay CO See peste yo Ou 


C’est effectivement ce qu’on a trouvé tout autrement (49) pour 
le cas =='7. 

Les deux relations (93), (94) fournissent, entre les coefficients de 
la résolyante en x, deux conditions. Sans y insister, nous remar- 
querons qu’elles suffiraient, par conséquent, 4 compléter, dans le 
cas 2 == 7, cette résolvante dont deux termes seulement ne sont 
pas, al’avance, déterminés au moyen de la forme symbolique (89). 

Reyenons a l’égalité (93) pour en conclure une propriété du 
discriminant de la résolyante en x, ainsi que nous l’avons fait, au 
cas n= 7 (p. 73). Nous avons 7 racines dont les differences mu- 
tuelles sont infiniment petites, du méme ordre que a. Le carré 
du produit de ces différences donne le facteur ~) avec l’exposant 
n(n —1), c’est-a-dire, suivant (92), ¢ avec l’exposant n —1. Le 
discriminant contient donc le facteur A”~', 

On peut aller plus loin en cherchant la partie principale de ce 
discriminant. Par le méme raisonnement que plus haut (p. 73), on 
voit que cette partie principale est un carré, sauf un facteur nu- 


we =n(n—1) near ts , ‘ : 
mérique, (—1)° n”, discriminant de l’équation binédme du 
nieme degré. 

Le discriminant de la résolvante contient d’autres facteurs : son 


degré doit étre, en effet, n(n +1), daprés Vhomogénéité; tandis 
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que A”~! est seulement du degré 6(m — 1). Le facteur qui subsiste 
est donc du degré n(n +1) — 6(n—1) = (n—2)(n— 3). C'est 
un polynéme entier en gy et 23, que l’on peut décomposer ainsi 


PEM. aT : ie Ni 
Bo 8s\8s— No. V G2) (est ARVs)... 


Supposons infiniment petit un de ces facteurs, que nous dési- 
gnerons par 8. 

‘Soit X la valeur limite, commune a plusieurs racines x, au 
nombre de m, quand 8 s’évanouit. Prenons une de ces racines x 
et envisageons le développement de # —- X suivant les puissances 
ascendantes de %. Ce développement, comme on sait par une 
théorie classique, peut contenir des puissances, 4 exposants frac- 
lionnaires, de 8, 

Soit m le plus petit commun dénominateur des exposants et 
soit posé 8 = 6/”. Le développement de z— X content seule- 


‘ 
ment des puissances de (/, a exposants entiers ; pour chaque va- 


leur de 8, il y a m valeurs de (’ et autant de valeurs correspon- 
dantes de x--X: il y a donc m racines a représentées par le 
méme développement. 

En méme temps, les autres fonctions symétriques 2’, x”, . 
qui s’expriment rationnellement par 2, g3 et Z, se développent 
aussi suivant les puissances ascendantes de (’, 4 exposants enliers 
et chacune d’elles présente m valeurs qui sont égales entre elles 
quand 8 s’éyanouit, Parmi les n+-1 équations (88), il en est 
done m qui coincident entre elles pour 6 = 0. 

Mais, sauf le cas A= 0, les $(m?—1) valeurs de a, b, ... sont 
toutes différentes. 

Donec le nombre m est nécessairement égal a Vunité. Ainsi, 
pour chaque racine multiple X, d’ordre », on a p développe- 
ments de « — X, distincts entre eux, suivant les puissances as- 
cendantes de (, A exposants entiers. Dans le produit des carrés 
des différences des racines x,  apparait donc avec un exposant 
pair. De la cette conclusion, ot l’on tient compte de cé que A’~‘ 


est lui-méme un carré, 7 étant impair : sauf le facteur 
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le discriminant de la résolvante est le carré d'un polynéme 
entier en 2» et gx, a coefficients commensurables. 

Dans ce dernier polyndme, on peut, a priori, reconnaitre les 
facteurs 92 et 23. 
§2 el gy, présentant 
Vhomogénéité requise, c’est-a-dire homogéne et du degré M, 


Soit, en général, un polyndme entier en 


quand on affecte les degrés 2 et 3a es et 23. Si ce degré M n’est 
| § 8 §3 5 
pas multiple de 6, les facteurs gy ou gy existent comme il suit : 


Mai .7 8383 
M=o2, 8 
M=3,.< (mod6) S3) 
M=%; Shs 
M=5, | 8283. 


Ici Von a M= $ (nr — 2)(n —3) et nest premier. Voici donc 


2 


les cas possibles : 


r= 1, | M=r1, \ 

n= 5, ; M =3, ; A 
(od 12), (mod 6). 

n=7, M=4, 

n=I155 M=o0; 


Ainsi, dans les cas suivants, 
| nh=T, 
(95) n=5, (mod 12), 


le discriminant contient les facteurs 


By By 
we ww WE 
OR 

CaS) 


Sy 


La racine double qui existe, dans l'un quelconque de ces cas, 
lorsque g» ou g3 s’évanouit, est toujours égale a zéro. Soit d’abord 
8; — 0. L’équation en z ne contient plus que des termes de degré 
pair. Si une racine x est multiple, il en est autant de la racine 
—a«. La premiére, comme on I’a vu plus haut, apporte a la racine 
carrée du discriminant un facteur g?, d’exposant entier. 
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La seconde apporte le méme facteur. Si donc il existe une 
racine multiple différente de zéro, a cette racine et A son opposée 
répond un facteur g;? dans la racine carrée du discriminant. Mais 
ce facteur, s’il existe, rentre dans la forme générale du polynédme 
en gs et gj, qui, multiplié par g3, fournit la racine carrée du dis- 
criminant pour les deux premiers cas (g)). Le facteur supplémen- 
laire g3 ne peut apparlenir qu’a une racine multiple et nulle. On 
peut ajouter cette remarque : dans la résolvante, le dernier terme 
est de degré pair m+1. Contenant le facteur gs, il le contient 
nécessairement au carré. Ainsi, guand n a la forme 4n'-+t (ce 
sont les deux premiers cas ci-dessus), le dernier terme de la 
résolvante contient le facteur g, comme on I’a vu pour n= 5. 

Soit, en second lieu, g, =o. Les exposants de x, dans les 
termes qui subsistent de la résolvante, sont en progression arith- 
métique de raison égale a 3. Ici (premier et troisiéme cas ci-des- 
sus) mala forme 6n'+1; le premier exposant est 6n'-+ 2, le 
dernier est 2. Il existe done la racine double z == 0. On peut 
ajouter la remarque suivante : les racines x, infiniment petites 
avec 2», sont infiniment petites d’ordre entier. Le dernier terme 
de la résolvante, quand gy n’est pas nul, contient donc le fac- 
teur 2» avec un exposant supérieur a l’unité. Mais le degré de ce 
terme est 6n'— 2; donc, quand n ala forme 6n'+-15, le der- 
nier terme de la résolvante contient le facteur g3, comme on 
Pa vu pourn =n". 

Ces deux remarques, appliquées au cas n==13, par exemple, 
font connaitre le facteur 9; g@} dans le dernier terme de la résol- 
vante ; ce dernier terme est ainsi connu complétement, son coef- 
ficient numérique étant donné par la forme symbolique (89). Ce 


dernier terme est ainsi 


Nous avons 4 examiner les relations qui lient, entre elles, les 
quantités a, b,c, d, ..., répondant 4 une méme racine x. Ces 
relations, dans les cas n=5 et n= 7, ont été trouvées par le 
théoréme d’addition. Il est clair qu’on peut les trouver aussi par 
les formules de multiplication, en exprimant que 0, c, d,..., 
sont les valeurs de la fonction p pour les arguments doubles, 


t 
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triples, etc. de argument correspondant a a. Ainsi, les quantités 
a, b, c, d, ... sont rationnellement exprimables en fonction de 
Pune quelconque d’entre elles, 


OS Hala. B= jin(@)y d= f3(a@), 


Ace sujet, la premiére question est de savoir comment a, J, 
c,d, ... s échangent quand on met, a la place de a, une autre de 
COS MANUILEss OpsCn ree ReOANSi) igh aye) cone 


Désignons par r une racine primitive du nombre premier n, 


cest-a-dire un entier tel que ses puissances 1, %, 0%. «asn) cae 
soient, 4 des multiples prés de x, égales aux nombres 1, 2, ..., 


(n —1), dans un certain ordre. On sait, par les éléments de 
PArithmétique, qu’il existe de telles racines primitives. Parmi les 
puissances de 7, celle qui a ’exposant +(m —1) est égale a Vunité 
négative —1, quelle que soit la racine primitive 7, en sorte que 
1 
. = (ee —3) ; 
les pllssances: Vahey stent. reproduisent les nombres 1, 
2, ...,4(n—1), aux signes prés. Comme la fonction p est paire, 
le signe de son argument est indifférent, et l’on peut poser 


: : (2 —3) 
2rw: 2r2w 27? >) 


it 7 


Chaque quantité se déduit de la précédente au moyen de la mul- 
tiplication de argument par 7 et a se déduit aussi de la derniére, 
1, de la méme maniére, puisqu’on a 


‘ 2 
==—1 (modn), ss Bo ee eee 


Tl est done évident que les échanges entre a, b, c, d, ..., ainsi 
rangés, se font par yoie de permutation circulaire. 

Cet ordre de a, b, c, d, ... n’est pas unique : il change avec 7’; 
mais nous n’examinerons pas comment. 

Comme p(ru), par la formule de multiplication, s’exprime en 
fonction rationnelle de pu, 6 est une fonction rationnelle de a, 
cest la méme fonction de b, .... Cette propriété, comme on le 
sait, permet la résolution de ’équation (88) par radicaux; cha- 
cune des quantités a, b, ... s’exprime explicitement par la somme 
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de radicaux d’indice $(z—1). C’est ce qu’on a yu dans le cas 
n= 7. Ainsi, quand une racine x de Véquation résolvante est 
connue, les quantités correspondantes a, b, c, ... sont expri- 
mables par radicaux. 

Quand on considére seulement a, b, c, d, ..., c’est-a-dire les 
valeurs de la fonction paire p, les signes des arguments sont in- 
différents. Il faut, au contraire, les définir, quand on veut envi- 


sager les valeurs de p’, avec les quantilés ga, \/90, ..., suivant 
la notation des Chapitres précédents, 


+S 


C—=40— 2a — 2s. 


Pour les nombres premiers nr, de la forme n = 4n' —1 (comme 
7, 11,-19, -.-), 1 convient de prendre les arguments précédents, 


- 2 ans ee . 
en alternant leurs signes; ce sera donc I multiplié successive- 


ment par 
iy ia PO ace a ei 


De cette manicre, on passe de chacun au suivant en le multi- 


pliant par — r et, par cette méme multiplication, on passe du der- 
1 


5 c : sien as Ale) 5 
nier au premier, puisque, on l’a déja dit, 7? reproduit —r et 


(27—1) 


que (— i) estici égal 4 — 1. Soit alors 
pire) =f( pu) 


la formule de multiplication par r. On en déduit 


i ! fi 
pi(ru) =< p'uf'(pu) 


et, par conséquent, 


C= fia); Vob=— * f(a) vga. 


En prenant semblablement les formules de multiplication par 
les divers nombres 1, 2, ..., 4(——1), on exprimera les quantités 


Vc, Vod, ... sous forme du produit de y/ga et de fonctions ra- 
tionnelles de a. On en déduira 


1 
—— Pe ee (7h) 
(96) Veaob...ol = F(a) (Vea) = G(a) 9a, 
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et G(a) est une fonction rationnelle, puisque $(”— 3) est un 
nombre pair. Le produit 


(97) pa.tb.oc...pl= xX, 


symétrique par rapport aux racines de (88), est une fonction ra- 
tionnelle de z. En permutant circulairement les lettres, on a, pour 
le casn= 4n'—1, ; 


(98) G(a) Voa=G(6)Vob...=y7X, 


ou Get X désignent des fonctions rationnelles. 

Pour les nombres premiers nr, de la forme 4n'+-1, cette ana- 
lyse ne peut étre employée : quel que soit le choix des arguments, 
ils ne s’échangent point entre eux par voie de permutation circu- 
laire. Nous allons le montrer. 

Désignons par a, 8, ..., A des quantités, toutes égales a +1, 
chacune avec un signe déterminé. Les arguments, de quelque ma- 
niére qu’on les choisisse, seront entre eux comme les nombres 1, 
2,...,4(m—1), multipliés respectivement para, 8, ..., A. Soient 


oa, ob, ... pris avec les signes qui se rapportent au choix 1, 


\ 
2,..+,5(%—1). Pour le choix adopté, on devra prendre «\/a, 


byob, ..., kVol. Multiplions tous les arguments par un méme 
nombre entier m. Soit r un des nombres 1, 2, ..., $(m —1). Le 


produit mr, aux multiples prés de n, est égal, soit a7’, soit a 
n—v', 7’ désignant un autre nombre de la méme suite 1, 2, ..., 


‘ ib Lité is teal’ pe 
s(n — ee a quan 1te Cy, qui hey rappor Cxal argumen atic est rem- 


a 
, , iar Sain 2 ee 
placée par une autre c’, se rapportant a argument —— ; YV¢e 


est remplacé par + yy¢c', avec le signe plus ou moins, suivant 


que mr ala forme 7’ ou la forme n-—7’. Disons que y1/¢c est 


remplacé par y, 7 V¢ Gh 

Sil y a permutation circulaire pour le choix des arguments 
adoptés, les formules (g8) ont heu, sauf multiplication des pre- 
miers membres par a, 8,..., A. len résulte que les diverses quan- 


tités y,;vye' doivent reproduire les diverses quantités y\/9c, 
soit telles quelles, soit changées de signe, toutes a la fois; en 
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d’autres termes, on a y,y =ey’, la quantité ambigué «= + 1 
étant la méme pour chacun des nombres 7 considérés. Il y a 
5(m—1) de ces derniers. Le produit des quantités y, est donc 


tin-1) 


égal a ¢? 2 
Tout ce raisonnement s’applique aux deux cas n= 4n' == 1; 
c’est maintenant que les deux cas se distinguent. On sait, par les 
éléments de la théorie des nombres, qu’on peut choisir m, de telle 
sorte que le produit des quantités y, soit, 4 volonté, +1 ou —1, 
C’est + 1, quand m est résidu quadratique de n; c’est — 1, quand 
4 (n-A) 


m est non-résidu. Or, sin ala forme 4n'+ 1, ¢ 


est toujours 
égal a+ 1. L’hypothése, en ce cas, est donc impossible et c’est ce 
qu’on voulait prouver. 

ans les deux cas n= 4n' == 1, quand on a choisi, pour lui 

D les d An! , quand hoisi, | l 
assigner la lettre initiale a, lune des racines de l’équation (88 ) 
. . . . | eae 

et qu’en outre on a pris ad libitum le signe de \/¢a, les autres 
quantités b,c,...\ 9b, \/gc,... sont entiérement déterminées, en 


fonction rationnelle de a et de \/ga, par les formules de multi- 


plication. Ce systéme a, b, c, ..., /9a, 9b, Vee, ..., % étant 
‘donné, a ainsi nm —1 déterminations distinctes, tenant au choix 


de a et acelui du signe devant \/ga. 

Dans Je cas n = 4n' — 1, si l’on se donne a priori le signe de 
\/X, on fixe, par la méme, le signe de \/¢a, et le systeme n’a plus 
que 4(n—1) déterminations. Se donner ainsi le signe de /X, 
c’est ce qu’on appelle s’adjoindre Virrationnelle /X : par cette 
adjonction le nombre des valeurs du systeme est réduit de moitié. 

Dans le cas n=4n'+1, une réduction analogue s’obtient 
aussi, mais différemment. Reprenons légalité (g6) en observant 
que +(m —1) est alors pair, pour en conclure 


G(a) =X, 


G désignant encore une fonction rationnelle et X la fonction (97). 


: : 
Permutant les lettres, on a V9b,..., (ol, —V/ga@ au leu de 
pate 


Voa,..., ol. On en conclut 


(99) VX = G(a)=]— G(b)=G(c) =— Gd) =.... 
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Silonsedonne a priori le signe dey X, une quelconque des ra- 
cines ne peut plus étre prise pour @: le choix ne porte plus que 
sur la moitié de ces racines, celles pour qui la fonction G est 


égale a \/X, tandis que les autres donnent, pour G, la valeur 


— /X. Il ya done a choisir seulement +(m— 1) valeurs pour a; 


le signe de yea est ensuite ad libitum. Ainsi, dans le cas 
n= 4n'+-1, le nombre des valeurs du systéme a, 0, ..., Vea, 
Ved, ... est réduit de moitié par l’adjonction de la méme irra- 
tionnelle que dans le cas n = 4n'—1. Mais, dans un cas, la 
réduction porte sur les valeurs de Vea, \ ob, ...; dans Vautre; 
sur'cellesidea..0,1C, 2.45 

Nous abordons maintenant l’étude de la maniére suivant la- 
quelle, deux racines w et zy de la résolvante étant données, les 
autres s’en déduisent. Nous supposerons, pour le raisonnement, 
les arguments de a, b, c, ... choisis, dans tous les cas, comme il 
a été dit pour le cas n= 4n' —1, c’est-a-dire en progression 


arithmélique de raison —r, r étant une racine primitive de n. 
C’est pour l’uniformité que nous adoptons ce choix; car, au cas 
n== 4n' +1, la raison r ou la raison —r reviennent au méme 
) ? 
puisqu’alors — 7 est racine primitive comme r. 
Les deux systémes a, b,..:, Vod, Vo, ... eb a, bo, ..+,/ 9 ao; 
} See . , . * . . 
yobo,... ont chacun (nr —1) déterminations; nous choisissons 
Pune d’elles et, par les formules d’addition, nous composons les 
systemes analogues, correspondant aux autres racines. En dési- 
y. 
; . 20 LP oe td t mae . < 2W 1] 5 d ae 
gnantl par Bee argument de @ el Vod, par a Celul GE Qo et V 9d, 
nous définissons a, et Vo, par l’argument Wis 


_ 2(w'-+ pw) 
ae 7D 


Tous les autres arguments se déduisent de la suivant la loi 
qu’on vient de rappeler. De cette maniére, on trouve a, 04, ¢), - 


; ; : : 4 ; 9 \ 
V24,V 91, 9C1,--- exactement par les mémes formules (36, 38) 
que dans la division par 7. En additionnant a, b,, c,,... on ob- 


hog 
c’est-a-dire x, exprimé explicitement en fonction de x et de xy 


tient z, exprimérationnellement par a, b,,... a, bo, .. Vea, 
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par radicaux, puisqu’il en est ainsi de a,, b,, .... Ainsi, en 
fonction de deux racines de lV’équation résolvante, on peut 
exprimer explicitement les autres racines par radicaux. Nous 
disons des autres; il est évident, en effet, que Vambiguité des 
systémes @, b,... se reproduit dans l’expression de x,, de maniére 
a fournir toute autre racine Zy, par la méme formule : c’est Vexa- 
men de cette ambiguité qui va précisément nous occuper. 

On peut remplacer, dans w,, le nombre » par un autre, don- 
nant le méme reste que ». dans la division par n. On peut admettre 
la méme généralisation dans les indices de x, a, b, ..., mettre 
indifféremment, par exemple, les indices —1, —2, ... aulieu de 
n—1,n—2. Cest ce que nous ferons. 

A Végard de la permutation remplacant a, b, ... par b,c, ..., 
on peut réunir les deux cas n == 4n' = 1, en disant que oa, ..., 


~ "oa. Si Von fait 


cette substitution dans les équations (36, 38), les arguments qui 


— 1 
> (‘aan =(n 
V2 sont remplacés par OO eer et (—1/) 


, x Tem \ aia Ga ° 
répondent and, et V9 ay, a b, et Veo, » «+-, SONt Successivement 


2(w'— ra) —a2r(w'—rw) 27r2(w'’— rw) 
? ’ Ae CRO) 


Tv it 7 


c’est-a- dire w_,, —rw_y,, r?@_,, ..-. Le dernier enfin est égal a 


1 1 7 
BY -(72—8) -(— 3) 
>| w'+-(—1) w |. 
nt 


Mais ona 


en sorte que ce dernier argument est égal, sauf une période, a 


1 1 
Dey -(n —3) , -(n—3) 
= ae a (Gd = 1709) 1 077)) si ane 
Ainsi, en permutant une fois le systeme a, b, ..., on obtient, 


par les formules, a_,, b_-,... au lieu de a, b,, .... Em per- 
mutant plusieurs fois le méme systéme, on obtient des systemes 


dy, by, -.., toujours dans l’ordre a, b, ..., avec les valeurs 1, 
1 
Te Ped (—— ry de Vindice j. Si, dans toutes ces formules, 


IL. 8 
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on change les signes de Vga, V9b, ..., on obtient, encore dans 
Pordre a, b, ..., les 4(m—1) autres systémes correspondant aux 


2 


autres valeurs de l’indice ». Tous les systémes a@,, by, -. sont 


ainsi obtenus par la seule permutation du systéme a, Db, .... 
La permutation du systéme ap, bo, ... remplace, de méme, 


Pargument «, par 


; ; 5 (z#— 3) 
R= FOS= OW) = DIP ON iF 0) 


= =a by) 


7b Vv 


en sorte que les formules (36) donnent, au leu de @,, la quan- 


1 
nea 510 ° 5 2 — 3) 6 : 
tité 6 avec Vindice r? , et, avec ce méme indice, ¢ au lieu de 


b,,.... Une seconde permutation donne, avec l’indice r’~3, ¢ au 
lieu de a,, .... Si maintenant on ajoute a,, b,,... pour former 
az,, voici les résultats : la permutation du systéme a, b, ... a pour 
effet de multiplier indice z, par — 7; celle du systéme @o, bo,... 


1 
a pour effet de multiplier cet indice par pe” En outre, le chan- 
gement du signe de\/oa, ob, ..., ou de Voao, (obo, ++. se 
traduit aussi par un changement de signe pour l’indice de z,. On 
peut exprimer les mémes conclusions en termes plus frappants, 
comme il suit: La permutation du systéme a, b, ... multiplie 
Vindice par —r; celle du systéme ay, by, .. . multiplie Vindice 


I . ita / 
par —-; le changement du signe de\/oa,..., ou devoa 
7. 5 V ) ? V 90, 


multiplie Vindice par —1. Il est, en effet, convenu que la nota- 
tion des congruences s’étend aux fractions, en sorte que l’on peut 
écrire indifféremment 


1 
5 (72 — 8) I 

i =—1 ou r =— - (modn). 

Fa 


Si avec x on s’adjoint X, on peut, au cas nm = 4n'—1, per- 
muter le systeme a, b, ..., mais non changer les signes de \/¢a, . 


Il reste done seulement les substitutions dans lesquelles les in- 
dices » sont multipliés par 1, —r,r?, .... Ces derniers sont les 


ras . : Sin I 
résidus quadratiques de n. Mais les pulssances de— = sont ces 
r 


mémes résidus. Ainsi, au cas n= 4n'—t1, si l’on s’adjoint y/X et 


~~ 
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Xo, il reste seulement les substitutions qui multiplient les indices 
par un résidu quadratique. On parvient évidemment au méme 


résultat en s’adjoignant seulement le produit \/X y/ Xo: ceci résulte 


A \ corer wy) . 
des formules mémes, ou chaque quantite Voa apparail toujours 


multipliée par une analogue \/gay). On peut le reconnaitre aussi 


comme il suit : sot ¢=1 ou ¢==—1 suivant qu’on change, ou 


non, les signes de\y/ga, .... Un changement dans le systéme a, 
b,... apour effet de multiplier indice par (— r)*e. Un chan- 
gement dans le systéme @, 0), ... multiplie ce méme indice par 


h 
qT = , = - A 
(- ) e. La quantité ambigué ¢ est la méme, de part et d’autre, 


puisque le signe de JX V/Xo doit rester invariable. Dans la multi- 
plication, qui résulte de la, ¢ disparait donc. 


Au cas n= 4n'+1, Vadjonction de \/X laisse subsister seule- 
ment la permutation ot a, b,c,d,e, f est remplacé par c, d, e, 
J, ..+, et celles qui en dérivent; a quoi il faut joindre le change- 
ment des signes de Vea, .... Il reste done la multiplication de 
Vindice par r?, par — r?, et par leurs puissances. Ici encore, ces 
nombres et leurs inyerses sont les résidus quadratiques de n, et la 
conclusion est, de tout point, la méme que dans le cas précédent. 

Nous allons yoir maintenant |’expression définitive et extréme- 


ment simple de cette irrationnelle adjointe \/XX,. Considérons 
les racines 2,, a l’exception de x et de 9, et prenons leurs diffé- 
rences deux a deux. Soit (u,v)—= x, — zy une de ces différences. 
Si p+» n’est pas congru a zéro, nous pouvons grouper ensemble 
les quatre différences (u,v), (— p, —), (vu, —v). (— p, v). Nous 
avons des groupes A de quatre différences; le nombre de ces 
groupes A est ¢(m—1)(n — 3). En outre, nous avons $(n —1) 
différences B, de Ja forme (u, — p). 


Chacune des substitutions que nous avons a considérer s’effec- 
tue en multiplant les indices par un méme nombre. Dans ces 
substitutions, la distinction des différences, sous les noms A et B, 
est respeclée. Un groupe A se change en un autre groupe A’, une 
différence B en une autre différence B’. 


8 
demeure invariable par toutes les substitutions considérées, sans 


Le produit de toutes les différences constituant les groupes A 


adjonction de VX ni de ye Oe C’est dire que les formules font 
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apparaitre ce produit comme contenant a, b, ..., do, bo, ..- sous 
la forme rationnelle seulement, et de telle sorte que ce produit 
reste invariable par les permutations circulaires de a,b, ... et de 
4, 0o,-.-- U suffit dailleurs de se reporter aux formules pour 
vérifier l’exactitude de ce fait. Ce produit peut donc s’exprimer 
sous la forme F(a, a), o& F est une fonction rationnelle; mais on 
peut, indifféremment aussi, remplacer, séparément, @ et @ par 
b,c,..- ou bo, Cy, .... C'est donc une fonction symétrique, sé- 
parement, ‘dea, 0,¢,.--, aimsi que de a5, 0o,¢),---5 eh par 
suite, une fonction rationnelle de x et de x». 

Le produit des différences B n’a pas la méme propriété. On a, 
par exemple, 


Bias) OH amt) [eo as Vea t ve bo v6 | ? 


CO Ca 


et, de méme, chaque différence B contient, a tous ses termes, le 


produit d’une quantité \/oa, ... par une quantité \/oa),.... Dans 
ii Y fare i \ T Y 

le cas n= 4n'—1, chacune de ces différences, en vertu des éga- 
lités (98), apparait done comme formée du produit de XX, par 
une fonction rationnelle de a, ..., @, --.. Le nombre de ces dif- 
érences est +(72—1), nombre impair : c'est donc le produit de 
f t 4 : b I ; td le produit d 
XX par une fonction rationnelle. Cette derniére reste inaltérée 
par les permutations des deux systémes a, b,... et a, bo, .. 
Donec, enfin, le produit des différences B est égal 4 une fonction 
rationnelle de x et de zo, multipliée par XX. C’est aussi ce qu’on 
peut trouver en observant que le produit de différences 


(—1,1) (7, —7r)(—P?,r?)..., 


/ 


en ce cas n= 4n'—1, reste inaltéré quand on multiplie tous les 
. . I . 
indices par —r ou par — =, mais que, le nombre des facteurs 


étant impair, ce produit échange son signe quand on multiplie tous 
les indices par — 1. 

Ce dernier mode de raisonnement peut servir aussi dans le cas 
n= 4n'-+1, ot la multiplication par — 1 laisse ce produit inal- 
téré; il en est autant de la multiplication par 7?, 7%, ..., tandis 
que la multiplication par — r échange le signe : en effet, le der- 
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nier facteur se change en (1, —1), tandis que chacun des autres 
se change en celui qui le suit. Le méme fait a lieu pour \/X, 
comme on l’a vu par les équations (gg). Le produit considéré est 
done égal 4X multiplié par une fonction de a, b, ..., inalté- 
rable dans toutes les substitutions envisagées. Il est de méme le 


produit de \/Xy par une pareille fonction de a, by, .... Done 
enfin, dans les deux casn=(4n'X1, le produit des différences B 


est égal ay XX, multiplié par une fonction rationnelle de x 
et de xy, et, par suite, il en est autant du produit de toutes 
les differences A et B. 

Soit ®(.x) le premier membre de la résolvante en x. En multi- 


: ; yaa @'(v) B' (x 
plant le produit précédent par AMAR AKG) 


» on obtient le produit de 
GZ Zo 


toutes les différences des racines 7, Zo, ..-, Ly, prises deux a deux. 
C’est la racine carrée du discriminant de la résolvante. Or on a vu 


1 
9 4) 


que cette racine carrée estrationnelle, sauf le facteur yi 1) n. 


En conséquence, VX Xo est le produit dune fonction ration- 
nelle dé 22, 83, LX, Lo, a coefficients entiers, par la seule irra- 


1 
titonnelle yes i? ee 
Les résultats qu’on vient d’établir permettent de reconnaitre ra- 
pidement si une fonction donnée de x,, #2,... peut étre expri- 
mée rationnellement en x et z). Cherchons, par exemple, a 
accoupler les indices, de telle sorte que la combinaison 


(100) LyLB- Ly LE... 


puisse s’exprimer ainsi. En multipliant tous les indices par un 
méme résidu quadratique, on deyra reproduire les mémes couples, 
dans un ordre d’ailleurs quelconque. !| faut donc, en premier lieu, 


que Von ait 
B= 02, 0 = ey, noo (analy 


en d’autres termes, que le rapport des indices, dans chaque couple, 
soit constant. Si le rapport constant p est résidu, « et p% sont, en 
méme temps, tous deux résidus ou tous deux non-résidus. Chaque 
couple est alors composé de deux résidus ou de deux non-résidus. 
Ceci n’est possible que dans le cas ot.n a la forme 4n'-- 1, puisque 
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le nombre des résidus, égal a 4 ( — 1), doit aussi étre pair. Soith 
le plus petit exposant positif donnant o* = (modn). On aura 
nécessairement les couples d’indices 


C15 COn2)s fC Ps 0 eee eee mento tad Nn Cato )2 


d’ot la condition 9 = 6”~', c’est-a-dire p? =1 et, par conséquent, 
o =: —1. La seule combinaison possible est donc 


(101) UC Cp Coo yy 


qui reste inaltérée quand on multiplie tous les indices par un 
nombre quelconque, résidu ou non. C’est done une fonction ra- 
tionnelle de x et de xo, de gy et de 93, Acoefficients entiers, sans 


adjonction de\/n. Nous l’avons considérée déja au cas n= 5. 
Elle a évidemment la méme propriété quand na la forme 4 n'—1; 
mais —1 est alors un non-résidu, et elle rentre dans la catégorie 
qui reste a examiner, celle ot 9 est non-résidu. 

Ce second cas n’offre aucune difficulté. On prendra tous les rési- 


ff 
dus a, a, a” 


, «--. A cchacun d’eux on adjoindra son produit par p, 
formant ainsi tous les non-résidus. Les $(7—1) couples, obtenus 
de la sorte, constituent, pour chaque ¢, un ensemble unique, satis- 
faisant aux conditions requises. Si, en effet, on multiple tous les 
az par un méme résidu m, on reproduit les # dans un autre ordre. 
Chaque couple (a, px) se change alors en un des autres («’, oa’). 


On a donc bien une fonction rationnelle de x, zy), £2, g3 et de 


Vn. L’adjonction de cette irrationnelle est indispensable. Si, 
en effet, on change le signe de cette irrationnelle, il faut, en méme 
temps, multiplier tous les indices par un non-résidu m’. Dans cette 
multiplication, m’'x est non-résidu et m/ox est résidu. Soit done 


(2) (a 


a 
ee . Loe 3, eee ibaa 
m'pa= 8. Le couple (a, pa) se change en celui-ci (8, Z 8), de 


méme définition, mais répondant, non plus a9, mais a —- Ainsi, 
fe) 

V 

avec chaque non-résidu 9, on peut former une combinaison 

unique (100), gut soit une fonction rationnelle de x, xo, 82) B35 


les coefficients de cette fonction sont des nombres entiers, sauf 


1 
(7 


i} 
: = —) : : 
irrationnelle \/ n(—t1) . La combinatson semblable, for- 
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, 1 , . eel 
mée avec e se dédutt de la précédente par le changement du 


signe de cette unique trrationnelle. 

Pour avancer encore dans l'étude de ces fonctions, examinons 
ce qu’elles deviennent sil’on y échange x et #. Parmi les chan- 
gements d’indice qui correspondent a cet échange, figure celui de 
chaque indice en son inverse. En effet, l’échange de a et \/oa avec 


ay CL Pay remplace 
2(w'-+ ww ) 


Py = 
ig Tv 


par 


I 
ae 2p (0! + Lo ) 
TOY == @)) Us 
Mt a Te 


= UW. 
v- 

En considérant toutes les substitutions qui peuvent ¢tre faites 
sans échanger & et a, on voit que, de la maniére la plus générale, 


v 


léchange de x et de xy se traduit par le changement de p en ae y 


étant un nombre indépendant de Lb. 
Il importe de savoir si, dans ces échanges, le signe de l’irration- 
nelle adjointe doit étre conseryé ou changé. LExaminons cette 


i I Sra 
question pour le changement de p. en 7m Considérons, de nouveau, 


pour ce but, les produits de différences, comme nous avons fait 
précédemment (p. 115). Parmi les groupes A, on peut distinguer 
ceux oti l’on a py =1; le produit des quatre différences d’un tel 
groupe reste inaltéré par le changement de chaque indice en son 
inverse. A chaque autre groupe A, on peut adjoindre celui qui lui 
correspond par les conditions py! ==1, vy’ ==1. On voit done que 
le produit de toutes les différences A reste inaltéré. Parmi les dif- 
férences B, on peut également adjoindre a (y, — p) cette autre 
I ir i : haere oe aya 
(= —-),etle produit en reste inaltéré. La différence (1, —1) 
2 
fait exception, mais elle reste inaltérée elle-méme. Enfin, sil 


existe un nombre yp. satisfaisant a la condition ».?==—1 (mod n), 
la différence (u, — 2) se reproduit, changée de signe. Ceci arrive 
sinala forme 4n'-+-1, et dans ce cas seulement. Le produit des 


1 
. f F F ested) 
différences A et B se multiplie donc par (— 1)’ . Or nous 


avons yu que ce produit, multiplié par 2 — ay et par une fonction 
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symétrique de x et de xy, est égal a Virrationnelle considérée. 
Comme x — 9, dans la substitution, échange son signe, on peut 
conclure ainsi : guand, échangeant x et x), on remplace 
chaque indice par son inverse, on doit, en méme temps, multi- 


a 1 1 

. “ P SV) ! - 

plier Virrationnelle Vanes iy par (—1) 

Considérons la fonction (100), formée avec le non-résidu gp, 
nous avons 


Ly Loa + Ly Boyt... =Y(L, Xo) + ¥ (x, Lo) 9, 
\/ ai 
@= Vx(—1) : 
: a : A I ; : ¢ j 
La fonction analogue, formée avec a a l’expression conjuguée 


Lyle a Ly Ly +... = (2, By )—yY(#, Ly) 9. 
° e 


5 I I . . , 
Prenons les inverses — et ze des indices accouplés dans la pre- 
. a a 
os ae 3 I ae Eine 
mitre combinaison. Comme = est résidu ainsi que a, le couple 


I I 4 a 4 
& =) est un de ceux qui se présentent dans la seconde combi- 


\ 


naison. On passe donc ainsi de la premiére a la seconde par le 
changement de l’indice en son inverse. Ce changement, on vient 
de le voir, doit étre accompagné de l’échange de x et x, et de la mul- 


1 
False 


5 = “ 1) 
uplication de § par (1) . On a done 


1 
V(x, &y)— (a, ©y)0 = Ya, 2) + (—1 |) y (a9, #9; 


d’ou résulte, les fonctions 4 et y étant rationnelles, a coefficients 
enliers, 


; =-(n—3) 
Y( 2, %)= ¥( 2, @), FU ae, ee) = (nF YX (Zo, @). 


En conséquence, ¥ est symétrique en & et 2; yest symétrique 
aussi, sauf, dans le cas n = 4r'-+-1, le facteur x — 2. 


Exemples. — Nous mettons, pour abréger, une seule lettre /, 


4,... qui représentera une fonction rationnelle de x, 2), 22, 23; 


a coefficients entiers, et symétrique en x, Xo. 
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LY, XL, + Ho X3 =f 
WX XX, =V+ (w@— HM) >, 


BU, U3-+ L,2y = v—(%@— ay) yy 5. 


n=7; résidus 1, 2, 4; non-résidus 3, 5, 6. 


U1 L5 + LoUsy—- L,23 =f, 


U1 X3 L_Xe+ U,XHs =vU+h v=, 


Uy L3- LeH3+ %,X_e = V— by Vo. 


M— ti, residus 1,3, 4, 9,9 ; non-résidus 2,6, 7, 8, 10. 


By, L4y9+- LzLy + Hy, H7 + L3Hy Xt. =f, 

LX + Wgar4 + 04%, + UsXyy+ XxX, = b+ ly =n 
H, Le + X37 + AX, Ly + L3Hy + XX 9 =V— Wy (tt; 
Ly Ly + Ly Ly + XyLy + W3%q + Mote =O-— 1 Y--11, 
1g + W3X_ + Ly~Lyp + Usl7 +X Ve =O—%Y— 1. 


Wee POSiaugiNjs255 1457 Ox 0, 1205 nOn-nésiduss2,y 5.0529, 
ot lg 


Uy Le —— L305 + Ly, Ly + Lyh3 4 Ly L7 + Xy,%y, =9+(L—MH)H V13, 


B41 X71 L3X%3 + Vy Lg Lo X44 +- B19 Ls + L149 L¢6 =2 0 — (x2 -+- a) 94 13, 


Examinons encore les changements qui s’effectuent entre les 
indices quand on remplace z) par z;. On peut obtenir ce chan- 
gement en remplacant w’ par w!+- w, c’est-a-dire 

ie Se a 
Wy = sae par ur. = a 
en ajoutant donc une unilé aux indices 0, 1,2. ..., (m—1), dont 
le dernier devient ainsi zéro. Si l’on fait précéder et suivre cette 
substitution de celles qui laissent en place les deux racines ini- 
tiales, si done on multiplie indice primitif » par un nombre 
arbitraire y et indice transformé par un autre nombre arbitraire 
v', on voit que le changement de x» en a,, de la maniére la plus 
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générale, s’effectue au moyen d’une substitution linéaire, rempla- 
cant » par py.-+ p’, ot p et p’ ne dépendent point de p. 
Considérant seulement le changement de p. en v. +1, voyons si 
Virrationnelle adjointe doit étre, ou non, changée de signe. Ran- 
geons, dans chaque différence x, —2,, les deux lettres, de telle 
sorte que l’on ait y <~y, les indices étant supposés 0, 1, 2, ..-, 
n—t. Cette disposition n’est pas altérée par le changement de p. 
et dev en p+1 et y-+1, sauf pour le cas y= n —1. Mais, pour 
cette valeur dev, il yan —« différences, correspondant a p = 0, 
(n — 2); donc point de changement dans le signe. Enfin 


phy adn 


les différences 2 — x, se reproduisent les unes les autres. Donec 
enfin le produit de toutes les différences reste inaltéré. En répé- 
tant la méme opération, on peut conclure ainsi : Quand, en rem- 
placant x) par x,,0n augmente tous les indices de p unites, 


Virrationnelle \/== n reste inaltérée. Par exemple, dans le cas 
n == 7, on a simultanément 


Ly Lg + LeXe + Ly, Hs3 = (xX, X) + 4 (2, Zo) v/— 7) 


Le ky LyX Lg Xe = V(X, 2) + bi (a, vy) f= Tic 


Nous sommes en mesure de connaitre les substitutions qui ac- 
compagnent le changement de x et de x) en deux autres racines 
quelconques. 

Soit a remplacer x par x, et %) par x,;. De la maniére Ja 


ee 5 As 2W 20)! 

plus générale, ce résultat s’obtient en remplacant apa 
vA 

rw, el sw, ret s étant deux entiers quelconques, c’est-a-dire 


w’ par r(w'+kw), 


w par s(w’+hw). 
Alors w’-- uw est remplacé par 


r(w'+ kw) + ps(w'+ hw) = (su+rjo'+ (hsp+kr)o. 
Si Pon pose 
(102) y= ———  (modn), 


on voit que my est remplacé par (sp +-7r)w,, donc x, par xy. La 
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substitution linéaire et fractionnaire (102), prise suivant le mo- 
dule n, twaduit done tous les changements qui peuvent accom- 
pagner le remplacement de x pala, et.celui. dew, par: 2,. 

On remarquera qu’il faut prendre » = oo pour obtenir y =h. 
C’est pourquoi la racine x est souvent affectée de indice a . 

Voyons enfin ce qu’il advient de Virrationnelle adjointe, lors de 
la substitution (102). Posons successivement 
a py" = oe i AIM Ne yeep" +h. 

AY p S 

Ce nombre y coincide avec celui qui donne la formule (102). 
Nous Vobtenons par une suite de substitutions rentrant dans les 
types éltudiés jusqu’ici. 

La premiere et la derniére, on vient de le voir, n’altérent pas 
lirrationnelle adjointe. La deuxiéme et Ja troisitme multiplient 
cette irrationnelle par +1 ou par —1, suivant que —1, pour la 


Ba TE == 
premiere, et —— 
. Sy 


» pour la troisieme, sont résidus quadrati- 


ques ou non-résidus de n. Il y a donc multiplication par +1 ou 


TE (ik en fe, ‘ 
Ue) est résidu ou non-résidu. En multi- 
Ss 


par —1 suivant que 


pliant par s?, c’est le caractére quadratique de rs(h — k) que l’on 
aura a considérer. Enfin, si, au lieu de mettre / et & en évidence, 
on écrit le second membre (102) sous la forme d’une fraction 
du premier degré quelconque, on peut énoncer ce théoréme gé- 
néral : 

Quand on échange entre elles deux paires de racines, tous 
les changements d’indices se font au moyen d'une substitution 
linéaire fractionnatre prise suivant le module n, en sorte que 

a 
tout indice est remplacé par or (modn), les nombres 
entters p, q, p', J étant indépendants de pv. Lirrationnelle 


adjointe conserve ou change son signe suivant que le détermi- 
nant de la substitution (pq'— qp') est résidu quadratique de 
nou non-résidu. 

Cette derniére partie de la proposition, en d’autres termes, si- 
enifie que, dans les substitutions envisagées, le produit de toutes les 
différences (,—2y), y compris p = 00, conserve ou change son 
signe suiyant le caractére quadratique de pg’— gp’. Elle prend 


i 


® 
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son origine dans les idées précipitamment émises par Galois; elle 
a été trouvée par M. Hermite ('). 
Dans le cas rn = 5, nous avons démontré qu'on a 


(103) Uly = 0, By + He = fe, Lo) =f C15 Be) = f (Ha, Bs). 


Il s’agit de reconnaitre s’il existe d’autres cas ot, en ajoutant le 
terme 7%, a l'une des sommes (100), on obtient ainsi une fonc- 
tion qui reste invariable quand on y remplace & et a» par deux 
racines accouplées dans la somme ou conjointes. 

Soient «, 0% ces deux indices conjoints, en sorte que, rempla- 
cant £ el Lo par £, el L,y, on doive voir la somme 


7 = 
S LX) 4- Loy Xoo a8 08 ar 


rester inaltérée, chaque couple se transformant en l’un des au- 
tres. Observons d’abord qu’on peut supposer x remplacé par xy 
OU par Loy, %o Elant, en méme temps, remplacé par la racine con- 
jointe. Prenons le premier cas : S se reproduit quand x, rem- 
place x et %p4 remplace «,. Changeant tous les indices en leurs 
inverses, nous voyons que S’, conjuguée de S, se reproduit quand 
x, remplace x» et x, remplace x. A Végard de S’, ~ joue le 

a ae : 
méme role que 9 a Pégard de 5; c’est - qui est le premier indice 
dans le couple (5 sal On le voit donc, si, pourS, indice zéro est 
remplacé par le second indice d’un couple, alors, pour la somme 
conjuguée, l’indice zéro est remplacé par le premier indice. A con- 
dition d’envisager toutes les sommes S, S/, ..., on peut donc se 
borner au cas ot xz, remplace x. Si l’on trouve ainsi une somme S 
salisfaisant aux conditions requises, il y aura, en méme temps, a 
étendre le résuitat a sa conjuguée. 

La substitution des indices se fait suivantla formule (102), ot, 
sans moins de généralité, on peut prendre s=1; on doit y sup- 
poser 


lp Ch Keo 


(*) Sur la théorie des equations modulaires, p. 59. 
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L’ indice yest ainsi remplacé par 


sa NO) 
pie te 


Perea 


(104) (modz7). 


Par conséquent, 8 et 08 sont remplacés ainsi : 


par gue — = 8, 


ae) 
6 | Ow 


par ao +—— 


En paruculier, les indices — r et — 7 sont remplacés par o 
et 0, en sorte que la somme S, transformée de S, qui contient 
déja le couple xy,.7,,, transformé de xxo, contient aussi le couple 
“XL, transformé de x =r or. Pour chaque valeur de 6, autre 


que —vr, le couple (8', 8”) doit reproduire un des couples de S. 


Le rapport 6’: 6” doit done étre p ou son inverse. Dans ce rap- 
port @ disparait. Si donc les conditions qu’on va trouver sont rem: 
plies, S sera invariable par la substitution d’un couple quel- 
conque au couple LL o- 


Les expressions de 8’ et 6" donnent 
I 


B __ ao — Pi fag Ae 
Me Fo as yl pho ae 
Si Von suppose 6"== 08’, la derniére égalité devient 
a eh) 
ee 


dou, avec la premiére, on conclut 
(106) 


Si lon change, dans les Bate es (105), @ en son inverse, (’ 

I I hi 3! — 28" d 
et 8" se changent en ;, et a supposition (/== 08" est done tra- 
oie 


duite, de méme, par la relation 


2 
Pye on 
(107) cee 
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Les conditions du probléme exigent done que, dans chaque 
couple, le premier indice soit racine de l’une ou Vautre des 
deux congruences (106, 107). Bien entendu, le couple zx» échappe 
4 cette condition, ainsi que le couple 2_,x_;p, qui, lui aussi, 
entre dans la composition de S. 

Dés maintenant, les cas possibles sont étroitement limités. Cha- 
cune des deux congruences (106, 107) a, au plus, deux solutions, 
permettant la construction de quatre couples au plus. Avec les 
deux couples xx» et 4_-%_yp, on en a donc six, au plus; donc 
ji Sa 1S 1D OW MLM te : 

Les seuls cas 4 envisager concernent donc les nombres pre- 
miers 2 == 5, 7 ourt, et Von pourrait se borner 4 examiner succes- 
sivement les sommes S, en petit nombre, obtenues par lad- 
dition de xx) aux sommes formées plus haut. Mais on peut 
rapidement aussi terminer cette analyse directe, comme nous al- 
lons le faire. 

Et, d’abord, supposons ¢ = —~—1, hypothése qui correspond aux 
sommes dénotées f dans les exemples ci-dessus. Les congruences 


Q\ 2 


(106, 107) coincident, toutes deux, avec celle-ci : (5) +1=0. 


Comme —1 doit ainsi étre résrdu quadratique, Vhypothése n == 5 
est seule possible. On obtent de la sorte la somme (103). Elle est 
unique, élant égale a sa conjuguée. 

Pour les autres cas, écrivons la congruence (106) sous la forme 


(108) (28+ roe+r)?=r2(9+3)(9—1), 


mettant ainsien évidence que (9+ 3) (o —1) doit étre résidu qua- 
dratique de n ou nul. Sil en est ainsi, la congruence a deux solu- 
tions ou une seule. En outre, 6! doit étre le premier indice dans 
un couple, par conséquent résidu. Or ona 


6(B rj al Bie r(p +B -+ re] 
ou, d’aprés la congruence (108). 


6'(8 + r)?= 47r2(o9 —1). 


Comme « est résidu, il faut que p —1 le soit aussi. Par consé- 
quent, les conditions nécessatres et suffisantes pour que (' soit 
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le premier indice et 8" le second indice d’un méme couple ap- 
partenant aS se réduisent aux suivantes : o-+ 3 et p —1 doi- 
vent étre résidus quadratiques de n. 

Changeant p en son inverse et observant que p est non-résidu, 
on conclut aussi les conditions pour que }" sott le premier in- 
dice et {! le second: 1+-39 et 1— 9 doivent étre non-résidus. 

Enfin les indices — r et — pr devant former un couple, on doit 
prendre — r égal a un résidu. 

I) ne reste plus qu’a examiner ces conditions pour n = 5, 7 ou 
IL, en prenant successivement les valeurs diverses de 0 : 


(== Oe = Dp o —1 résidu, e+ 3 =o. 


La congruence (108) donne 8 =r, et l’on peut prendrer== 1. 
La fonction 


(109) LL) + Uy, Hye L,X3 


se change en elle-méme par la substitution qui remplace l’in- 
== 27 4 , \ 

p=, ol a et r sont, tous deux, égauxa +1. 

+r 

Pour le cas p = 3, il suffit de changer l’indice et lindice trans- 


formé en leurs inverses, de sorte que la fonction conjuguée 


dice u par 


(110) LL) +L, L3 + XL, LX 


se change en elle-méme quand on remplace Yindice » par 
ry+i 
“Ori 


n=7; o=3, p+3, 1+3p9, t—onon résidus. 


La congruence (107), c’est-a-dire celle que l’on déduit de (106) 
par le changement de p en son inverse donne, pour @, les valeurs 
3r et 5r. Ona ainsi, pour le premier indice, les valeurs — r, 37, 
5r qui coincident, comme il convient, avec les trois résidus 1, 2, 4, 
si l’on prend, pour 7, un quelconque des non-résidus. Par consé- 
quent, la somme 


(tr1) LL) + L1,H3 + VeXo + Ly, Ls 


se change en elle-méme par les substitutions qui remplacent l’in- 
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ut or A Se P 
a ou lon doit prendreva'—-.1,,9 0m 4s 
oT 


veo 


dice » par 
> ou 6. 
Sans qu'il soit besoin d’examiner le cas 9 = 5, on conclut que 


la fonction conjuguée 


(112) LL) - Ly Ly Lo X34 LyX 


se change en elle-méme dans les substitutions remplagant uw par 
ae | 
“37 Rp 1 


ip == Ie 6 == 08 o+3, o—r1 résidus; t+3p9, 1—¢non-résidus. 


La congruence (106) donne, pour {, les valeurs 67 et 27. En 
méme temps, la copgruence conjuguée donne les valeurs 87 et 77. 
Prenant r égal a un des non-résidus, on reproduit par l'ensemble 
—r, 6r,2r, 8r, 77r tous les résidus. Par conséquent, la fonction 


(113) LL + U1 Ly + U3VG4-7- Ly, XHy + L3A%49 + Xo X7 


w+ or 


se reproduit dans les substitutions remplacgant p par « nse 
ao 


ol. % est un quelconque des résidus, 7 un quelconque des non-ré- 
sidus. La fonction conjuguée 


11g LL) + Xz, He + %3 X74 Ly Lo + Ly Llgt-NyxX 
4 1 2 8 10 


rey ; 


se reproduit de méme quand » est remplacé par « c’est 


aru” 
ce qu’on trouverait en envisageant le cas 9 = 6. 

Pour le cas p= 7, ¢ +3 est non-résidu et il n’est pas néces- 
saire d’aller au dela. On peut, dés lors, conclure que les deux 
sommes correspondant a p= 7 ela p = 8 ne peuvent se repro- 
duire elles-mémes quand le couple wz,» est changé en un autre 
couple. 

Parmi les diverses sommes que nous yenons d’enyisager, la 
premiére (103) a été étudiée dans le premier Chapitre. Nous avons 
vu que ses propriétés entrainent la conséquence suivante : cette 
fonction satisfait & une équation du cinquiéme degré, dont les 
coefficients sont entiers en gy et g3. Une propriété analogue 
existe-t-elle pour les autres sommes? elle est la question quwil 


faut traiter. 
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A Végard de la somme (109), il n’y a pas lieu de chercher une 
propriété analogue, cette somme n’étant pas une fonction symé- 
trique de x et de x). Quant aux autres, elles sont effective- 
ment des fonctions symétriques de x et de 2 , et l’on doit, avant 
tout, examiner si, dans les substitutions considérées, Virration- 
nelle adjointe conserve son signe. 

D’aprés nos propositions générales, il en est ainsi a la condi- 
tion que a7(1—o) déterminant de la substitution (104) soit un 
résidu. Or c’est ce qui a leu effectivement pour les cas xn = 7, 
p= => ely 11, p= 2; pulsque est un résidu et que 7 ev r—¢ 
sont non-résidus. 


A Végard des sommes (111) et (1£3), leurs expressions ration 
nelles en fonction de racines satisfont donc aux conditions 


Pz, 2) = F(a, 2) = F( vq, Loy) = P (oa; Ly) =.-- 


et F contient, dans ses coefficients, Virrationnelle y/— n, prise 
partout avec une seule détermination. Dés lors, cette irration- 
nelle n’empéche point d’appliquer a ces fonctions la méme ana- 
lyse qu’a la fonction (103) du cas n= 5. Voici done la conclu- 
sion : 


Pour n=7, la somme (111) est racine d’une équation du 
septieme degré dont les coefficients sont des fonctions entiéres 
dé 22, £3 et de v= 7- 

v6 ; : aes - - F 

Si Von y change le signe de\/—7, on obtient une equation 
a laquelle satisfatt la somme (112). 

Pour n=11, de méme, les sommes (113) et (114) sont racines 
de deux équations du onzieme degré, conjuguces, dont les 


coefficients sont des fonctions entiéres de 22, gy et de V—- nat: 


Ainsi qu’on l’a déja observé pour n = 3, ces résultats s’appli- 
quent aussi 4 chaque combinaison qui présente, en commun avec 
les sommes précédentes, ce caractére : elle contient les racines & 
accouplées de la méme maniére; elle est symétrique par rapport 
aux éléments d’un méme couple et symétrique aussi par rapport 
a deux couples quelconques. 


Par le moyen de ces combinaisons, on obtient, dans les cas 
Ul. 9 
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n=5,7 ou rl, une équation de la division des périodes qui est 
seulement du degré n, au lieu de n +1. Cet abaissement d'une 
unité dans le degré ne se produit dans aucun autre cas, les inva- 
riants 2», g3 restant, bien entendu, indéterminés. Voici com- 
ment on peut le démontrer. En premier leu, une fonction des ra- 
cines 2, enuérement donnée et rationnelle, est susceptible de 
(n +-1)n(n —1) valeurs, quand elle est quelconque. On peut ef- 
fectivement choisir arbitrairement, de (7 +1) maniéres, deux 
d’entre elles pour leur faire jouer le réle de x et x, aprés quoi il 
y am-~1 manieéres de fixer l'ensemble des autres racines. Ce der- 


nier nombre est réduit de moitié par ’adjonction de Vee vor Ainsi, 
par cette adjonction, le nombre des valeurs d’une fonction des 
racines est généralement +(n —+-1)n(n —1). Le facteur premier 7 
suffit & faire connaitre Vimpossibilité d’une transformée ayant un 
degré moindre que n. Supposons donc l’existence effective d’une 
combinaison S qui satisfasse 4 une équation du degré n. Expri- 
mons S en fonction de deux racines z et 2); S devient ainsi une 
fonction algébrique F(z, 2)) dont nous envisageons une détermi- 
nation. On. ne’ ‘saurait avoir I(7;2,) = F(a). En eltel, 
les n quantités F(x, x,) seraient alors égales entre elles. Aprés le 
choix de la racine initiale a, celui de x» serait indifférent; le 
nombre des valeurs de S, avec l’adjonction de l’irrationnelle, serait 
done $(m --1)(m —1) 0u un diviseur de ce nombre, ce qui est 1m- 
possible, Vhypothése étant que S am valeurs et que n est pre- 
mier. Les n valeurs de S doivent donc étre F(x, a»), F(z, x), ... 
et, par conséquent, F(x,2,) doit avoir une seule valeur dés 
que x et x» sont choisies. Donc, enfin, la constitution de S doit 
permettre l’accouplement des racines deux a deux suivant les lois 
étudiées précédemment. En conclusion finale, guand les inva- 
riants £» et g3 restent indéterminés, les seuls cas ou la division 
des périodes, par le nombre premier n, dépende d’une équa- 


tion ayant un degré inférieur a n, sont les suivants :n = 5, 7 


ou rr. Ce théoréme est di a Galois (*). 


(*) Outre le Mémoire de M. Hermite, cité en téte de ce Chapitre, voir, sur ce 
sujet, la Lettre de Galois a M Auguste Chevalier (Journal de Mathématiques, 
t. XI, p. 408; année 1846); — un Mémoire de M. Betti, intitulé: Sopra abbas- 
samento dell’ equazioni modulari (Annali di Tortolini; 1853); — le Traité 
des substitutions, par M. Camille Jordan (p. 347). 
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L’une des résolvantes du septiéme degré, pour le cas n = 7, a, 
pour lune de ses racines, la quantité suivante (111) 


Np 0 1 By 2X3 Vo Let Xs, Hs. 


a 


Les autres racines X,, X2, ..., X¢ s’en déduisent par l’addi- 
tion d’un méme nombre @unités a chaque indice, la premiére 
quantité x restant inyariable. 

En supposant 23= 0 et gy= 4, on a trouvé que les x s’expri- 
ment comme il suit 


e=—%= Vt 
(115) 6 1 Vit, 
] f= — 2, = Vo, 
%=— 23; =Vks, 


et les quantités \/, ... ont été définies complétement. De plus, 
on a vu tous les produits de ces quantités, deux a deux, explici- 


tement et rationnellement exprimés en fonction de 7, de \/7 et de 


/ ae . . A 4 
\ 2\/7- De pareilles expressions peuvent donc étre trouvées pour 
Jes quantités X. 

Par la substitution des x, on trouve 


a ey A t 
Koso Veies—E — fa, 


: : —S whtcle nae Pe ene 
Ny = 20, 4 Hy + 30+ Bsr, = ths VEE 6S Vines, 


Xo = @%_4+- 0303+ 2,9, + LoX%= X1, 


gy = ae vy, gt VE Ly 4 Lye, =— X, 


Xy = LH, + V3 Xo + %X34 10, —2( V+ 18s), 


, ; OA ; S2 ze r 
Xs = 2X34 Uo 41+ VoL, + Wy Xz a to—=1— £5, 


Xg = UHp+ Ly Let Hy Ls t+ 13%, = 


Ce n’est pas le calcul méme de ces racines, immédiat d’aprés 
les formules (83, 84), que nous poursuivons, mais celui du pre- 
mier membre de |’équation, d’aprés ces racines, pour faire appa- 


raitre sa nature de polynéme entier en V— 45 a coefficients en- 
tiers. Pour ce but, nous mettrons a part la racine X,, nous 
réunirons les racines Xy et X;; enfin nous réunirons les deux ra- 
cines doubles + X,. 
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Voici les calculs qui metlent en usage les formules (83 a 86) 


. > . . ie hae x 
et ot! l’on met indifléremment v= 7 pouriy/97: 


I| 
he} 
eas 
Or 
MI 
(Se) 
eS 
I 
Pome 


X,— Xo = 9/56, — Vests) E+ &&—&,— & 


=(I-+1) (11 Vs — 256) 29, 


Rétablissons Vhomogénéité en multipliant Vexpression de 
chaque quanuté X par 7g, et concluons que /e premier membre 
de la résolvante, quand on suppose g3= 0, se rédutt au pro- 
duit des trois facteurs cl-apres . 


X—X,=X%+3(7+3V¥—7)&, 


(116) (X2?— X?)?= [X24 (02.5.74+37—7)¢2]’, 
\ 2) Vs 
(X — X5)(X—Xo) = X¥+ 3(5.7—3 7) geX 


Ces facteurs ont, comme on le voit, la forme qui était prévue. 
La seconde résolvante a, pour Pune de ses racines, la quantité 


a t r ! oye 1 ye 
x = LL) 7 1X3 = LQL3 Tm Hy 2X6 5 


déduite de X) en remplacant chaque indice par son complément 
a 7. D’apreés cette remarque, on a 


ia 
Xm 


= LL m - Lms1eins+s ~ Cm42ln+3 + Limn+kLin+ 5 


tandis que, les termes étant rangés conyenablement, on a aussi 


Xe = LLy—m A Le—mn Le—m + Ls—m Li—m + L3—=m Li—m ’ 
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en sorte que X,, se déduit de X,;_,, en remplacant encore chaque 
indice par son complément a 5. D’aprés les égalités (115), cette 
substitution équivaut a laisser inaltéré VE, a changer le signe de eis 
a échanger Wee et VE. C’est donc changer chaque quantité en sa 
conjuguée. Dans le résultat final, obtenu précédemment, ce chan- 


gement se traduit par le changement du signe de y/— 7, ainsi que 
la théorie le faisait prévoir, __ 

C’est pour nous acheminer vers la formation de la résolvante 
dans le cas général que nous l’avons construite, au moyen de ses 
racines, dans le cas g == 0. Dans cette vue, il faut développer le 
produit des trois facteurs (116) et nous y mettrons, pour l’in- 
connue, au lieu de X, cette autre Y= X + 3g. La raison de ce 
choix apparaitra bientét. Les trois facteurs deviennent ainsi 


et voici léquation obtenue en effectuant le produit : 


(117) Y?+ (21-V—7) g3P =o, 


P désignant le polynéme suivant 


p= 82:28 ye 92.3.7(36-+ ¥=3) aa¥8 + 98.34( 14 — V7) eB 
—11(3.7.929 — 283 ¥—7) g8 Y + a5 (149+3¥—7)* (35—47V—7) oF 
Au cas £» = 0, ona (27) 

La Ce = 0, Hoh eae, Lik Ola sip pean Beene 


g étant une racine cubique de Vunité. Il en résulle 


GEO 
N= 0% SSN X, = aX, 


Xx 
X, = ow? + 4273, Xs =aX,, DN = CEO 
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Or on a aussi (26) 


Il en résulte 


puis 


Xy = $ (a2 +2) (w+ 3) + § (a2 — 2) (a2 — 23) 
=—4[e2+ 032+ 1/3(22—-22)], 
i/3(x?— x}) = 3173 Vai (V7 a)" = (3783) V—7, 


(118) X,=—3(5+3¥—7) (78). 


Le premier membre de la résolvante du septiéme degré se dé- 


compose ainsi en les facteurs suivants : 
X, 


CRS ee te Prec’ 
XS XS = XB = 98 32 2 28, 


33. 2 


X8— Xj = X34 (5) a V7) ela SA Vem 


Pour comparer le produit de ces facteurs au produit analogue, 
obtenu tout 4 Vheure dans le cas g3; =0, nous |’écrirons sous la 
forme 


(119) X1— 97 (21-7) 6} P’ =o. 


Le calcul, trés simple, donne pour résultat 


bd 


oop 33.93(3.7.13 + ¥—7) 2X. 


On doit remarquer, en outre, que l’on peut mettre ici Y, au lieu 
de X, puisque ces deux inconnues coincident pour gy» =o 
(Y= X-+ 32). 

Le méme raisonnement dont on a fait usage pour le cas n == 5 
(p. 14) prouve a priori que la résolyante, dans le cas général, a 
pour coefficients des polynédmes entiers en gy et 3, le premier 
coefficient étant l’unité. De plus, ’homogénéité fait connaitre, 
sauf des facteurs numériques, les divers coefficients. L’équation 


est de la forme suivante, o& nous mettons Y pour l’inconnue, 


Y7+- ag, Y5 + bg} Y'+ (eg3 + d.g?)Y*+...=0. 
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En prenant a part les cas gy == 0 et gs = 0, ona, par 1a, déter- 
miné les coefficients de tous les termes qui ne contiennent pas, a 
la fois, g» et gs. 

Il y a toutefois une précaution a observer ici, a cause de Virra- 


tionnelle y/— 7 : il faut savoir si, dans les deux calculs, on a pris 
pour cette irrationnelle des signes concordants. 

Le premier calcul a été fait avec la donnée suivante: g» es! 
positif, les désignations des racines x sont celles du Tableau (IL) 
et \/—7 est égal 8 7\/7. Pour le second calcul, on a pris « 
conforme a Vhypothése g;>>0; on a respecté la supposition 


v-7= i773 en outre, les racines sont désignées comme dans 
la partie supérieure du Tableau (II). 

A propos de ce Tableau, on a fait observer que, pour la conti- 
nuité, il faut en passant, par exemple, du centre a la partic 
supérieure, changer les indices des racines x. Pour établir la 
continuité entre le premier calcul et le second, il faut donc, dans 
le second, remplacer les indices 


qui occupent la bande de séparation entre le centre et la partie 
supérieure par les indices qui, respectivement, occupent la méme 
colonne dans la bande supérieure, c’est-a-dire par 


1e, LOW) OA EA hIpose Or 
Cette substitution n’altére point la quantité Xo, 


Xo = LL) +- LU, X3+ LHaL 5+ Ly, XL3. 


Les deux calculs, on le voit, ont été faits d’une maniére 
concordante. Déja donc, par les résultats (117) et (119), nous 
connaissons completement les premiers termes de I’équation, sa~ 
voir 


(120) Y7 ae (3.9 /- 7)(e3 —27e2)Vt+...=03 


done en tenant compte de la lacune, ainsi reconnue, nous avons 
déterminé les coefficients de trois termes. Quant aux autres termes, 
nous n’avons, jusqu’a présent, que des résultats incomplets. 
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Faisons maintenant intervenir la considération du cas A =o. 
On a vu qu’alors une racine x est égale a 217 et les sept autres a 
— 3y, avec g,=127?. Dans ces conditions, toutes les quantités 
sont égales entre elles ; leur valeur commune est 


Les sept racines Y = X + 3% sont nulles, et c’est la ce quia 
guidé dans le choix de l’inconnue Y. Tous les coefficients donc, 
sauf celui de Y7, contiennent le facteur A. Ce renseignement suffit 
déja, vu Vhomogénéité, a faire prévoir la lacune qui se rencontre 
dans ’équation (120), ot, de plus, le coefficient de Y* est effec- 
tivement A, sauf un facteur numérique. 

Pourvus de ce renseignement supplémentaire, nous connailrons 
les coefficients de tous les termes qui ne contiennent pas, 4 la 
fois, les trois facteurs g3, 92, A, successivement supposés nuls 
dans les résultats partiels. 

Mais le degré de tous les coefficients est pair et g3 n’y figure 
qu’avec des exposants pairs. Le produit g.9; A est de degré 14; 
c’est celui du dernier terme, indépendant de Y. Ainsi l’équation 
est connue, dans son entier, sauf un seul terme hg» g3 A, dont le 
facteur numérique ), restera a trouver par quelque autre moyen. 

Pour trouver ce dernier terme, supposons g» infiniment petit 
et calculons Ja partie principale de la racine infiniment petite X3. 
Les racines x étant dénotées par des lettres accentuées, on a 
(p. 67). 

Olas a hy —— IO 
Coy, GH COnr + pa Zo; Big == O° = pay, 


Ly — By P x; Gigi ON a NO ae B, = Oe) + Pan. 


Il en résulte 


Kg SOL, 1 Oe eee, oo, = Ss para p 22%). 


Suivant les expressions (28, 29) de p et p’, on trouve 


Un calcul, tout pareil a celui qui a été indiqué plus haut, pour 
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/ 


X,, donne la partie principale de X;, 


: 3 33 i 
| ras 1) 8 
+ V—-7 
Celle de Y; = X3+ 3g» est done 
£21) Yes g(a ae ) ee 
ene 4 
4 
Le dernier terme de l’équation en Y pour gy» infiniment petit 


sera donc 


et comme A = — 27 27, on en déduit 
A = —(21— = 7) 35.73(71— 107 ¥— 7). 


Voici, d’aprés ce qu’on vient d’exposer, l’équation cherchée, 
dans le cas général, 
Y7+ (o1— /--7) AI = 0, 


II représentant le polynéme ci-aprés 


= ST ys— 92.3.7 (36 + ¥—7) ga ¥9+ 98.32(14 — Y—7) 83° 
+ | 33.73(3.7.13 + /—7) ¢ ee (3.7.929 — 283 V—7) 3 1Y 
ag (149+ 3 W—7)? (35 -- 47 V—7) &$— 35.73(71 107 V/ — 7) 82.83, 
32.72 


= 24 Yi — 92,3.7(36 + /—7) 22 ¥8+ 28. 32(14 — W—7) 22 Y? 


Afstlein SA + 793.713 +7) AlY 
a — (ar V9) 64 4 3?.78(71— 107 Y—7) As 


2 52 ru | 
es Soya | 36a ys =F) go ¥3 + 28.32(14 — W—7) 22 Y? 


— 9 24 2 ee 
— 27.33(35 —/—7) et ¥ 4 — (a1+¥—7)es 
es 


—73(3.7.13 + ¥—7) A[Y + 4 —7 (114+ V—7) 62 |. 


Nous allons considérer encore une autre résolyante du sepuéme 
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degré, en prenant, pour inconnue, une fonction des racines, ayant 
les mémes symétries que Y. Au lieu de la composer avec les z, ce 
qui pourrait se faire, dans la méme forme, nous la composerons 
avec les t, racines de la seconde résolvante (5g) du huitiéme degré. 
Nos inconnues seront les sept quantités Ty, dont voici la défini- 
tion : 

Ty = (é— ty) (tus — tuts) (tu+e— tute) (tyre — tuts), 


et que nous allons calculer d’abord eu supposant g»== 0. En ce 
cas, on a (30) 
t= 7 (9+773) 8s, ts= f,(9 —iV3) es, 

3 


pats tee 2 (38H Varo  hSt= he 


ANS fl bee A pea 

Ae 36 a 
Ty Te Tp (Shh CL — 1G iy) = al ek, 
T= — (t — fo) (tp— te) = — 3° — 7 ee. 


Allons plus loin et calculons les parties principales de T,, Ts, 
T, quand gy est infiniment peut. En employant la notation ¢’, au 
lieu de ¢, pour ce cas, on a trouvé (65’) 


Ik Sip 
(122) eat(r+ > Be), 


21 83 
formule qui s’applique aux diverses quantités ¢’, sauf 7, et @,. 
D’aprés cette formule et les formules (26), nous aurons 


Ty = (@'— t)(t)— t, )(t3 — £9) (t3— t) 
2 


Teese) ; : : 
— 5 ) (G H1)(%3— @o) (ty— to )(t5— t) tty 
21 §3 


I £\? : 
=e eS) LOI =a" \(1 — a dg fq) tpt ee 
2 §3 


= (2 FH) ola Ne—0 


ou enfin 


36 een ee 
(123) Tr= 553 (62630785) (21+V—7). 
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On trouve, de méme, 
ie Calis a= a2T). 


Soit, de méme, a trouver la partie principale de T, — Ty, par 
exemple. Ona 


Ty = (t= f(t — ty) (t —- (4, — 85 )5 


se souvenant que ¢, — ty et t, —¢s sont négligeables, que, pour 
les autres ¢’, on a la formule (122), on en conclut 


(ae po LH t)(¢ — ty) (to -ts)[tv — toa + 2tx —atyxo| 
+ (t— to)? [atx(ty— ts) + a? lo xo (t — ts )| 
=(t — ty)[a2 ty vo (t — ty) (t — ts) — at x(ty— ty) (ty — ts)], 


to X(t te )(t ts) tx (to ty) (to — ts) 


_V7 . 

Fp U8(t— a) (tt) — A — &)(— 4] 
a3 83 V7 2. 22,35 
ap (t — to) [( tet ts) tty — (t + ty tats] = ae ty) : gi 


ty Bolt ty )(t ts ) t tx (to tz) (to - ts) 


pce 
Fed oe CEE rE ta) ol ly te) har ty) 


Le 
a8 140 242 — tha (t+: to) (te te (OE Fe tGts | = oo 36g 
I9S3 
See , 
(TP) — 15) 
&2 yes 
92, 35 , a2 +. F az— a 
= — = Cee 0)? 5 + 27.38 os t — to) 5 ? 


/ 


= 2.38(1— V7) 8h, 


Supposons, en second lieu, le discriminant évanouissant. On a 
vu que l’une des quantités ¢ reste finie; sa valeur limite, suivant 


- 5 Pv, 23, 33 
’équation (39), est -—— gy; les autres sont évanouissantes. Toutes 
z, 
les quantités Ty, ont donc zéro pour limite et, dans ’équation en T, 
le premier coefficient étant Vunité, tous les autres coefficients 


140 TROISIEME PARTIE. — FRAGMENTS. 


contiennent le facteur A. Mais, dans ces coefficients, les exposants 
de A sont trés élevés, comme on va le voir. 
Posant, comme précédemment (46), 


¢ étant infiniment petit, nous avons la partie principale de ¢, par 
la formule 


Il en résulte, pour la partie principale de T,,, 
bite 


6i2(1— p)(r— p2)—ptye 7 , 


41) U. =: 


i) 


2M 
a 


ou p est égalae’” . Cette expression se simplifie d’aprés les rela- 


tions suivantes 


lps —- 10 (10), 
Lente eae) 
i= po = —=-0°(1— 9), 


(t— 9)(1— 0?)(1— p3)(1— p*)(1— 93)(1— ps) = 7, 


qui donnent 


a i A ah 
le signe étant fixé d’aprés la convention \/— 7 =7\/7, jointe a 
Vobservation que 


(1— 9)(1—'p?) (1 — p*) = Gay ance ine ee 
7) 7 7 


est le produit de Z par un nombre négatif. On a donc finalement 


Se em ae 2 ns 
(124) Te at te Wf = "2 (agaatye 7 
/ 


ce qui donne, pour le produit des sept quantités T,,, réduites a leurs 
parties principales, 


(123) WT, = = 2 (ep ear 
/ 
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Mais c’est la précisément le produit de ces quantités, dans tous 
les cas. Ce produit est, en effet, celui de toutes les différences des 
quantités ¢, prises deux a deux, c’est-a-dire la racine carrée du 
discriminant de l’équation en ¢, dont on a trouvé précédemment 
Pexpression (60). 

Nous connaissons, dés a présent, le dernier terme de l’équation 
en T: cest la quantité (125), changée de signe. De plus, l’expres- 
sion de T,, méne a lobservation suivante : dans l’équation en T, le 
coeihcient de I”, sauf pour m= 47 et m= 0, doit neu le 


facteur A avec un exposant 7, 


On trouve par la, pour n, les limites inférieures successives 2, 
(OF, Oy 1 t.. Euvegard 2 Vhomogenéite, on peut conclure que 
Péquation a la forme suivante 


Ti+ ah2 Tes bA*T8+ cAST++ AATTS 


< r ’ ae 
-+- BA®T2-- CA" T+ — (12. 2)°ARV—7 =0, 
/ 


ot a, b, ¢ sont pee ale tandis que A, B, C sont des binémes 
de la forme eg} + fA, e et f étant numériques. 

En reyenant au cas g»= 0, nous voyons que B et Cse réduisent 
au seul terme en g3, puisqu’on a, dans ce cas, la racine triple 
T =o. En outre, supposant g» infiniment petit, on a vu que les 
trois racines infiniment petites, T,, T;, T¢, sont infiniment pe- 
lites du second ordre en gy; c’est ce que montre légalité (123). 
Il en résulte que C est nul. L’équation en T prend donc la forme 


T7-+ aA2TS+ bAtT§ + cAST# 


(LO7) : F : ih, 

| + (eg3 + fA)ATTS + AgzaeT? + pees) A= 7 = 0, 
et, Waprés les résultats trouvés pour le cas gy = 0, on a immédia- 
tement 


Rey ENG = 
(128) T+ @T?+ 6T?+cT+f= is ie 2) Clea), 


en sorte que les coefficients e,  restent seuls inconnus. 
Une vérification s’offre de plus. Cette équation (126) donne, 
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en effet, pour les racines infiniment petites avec 2», 
I ——— 
{eee \6 A44/— 9 
es sy (1282 )OASY Fis 


On af par Pidentité (128) et l’on peut en conclure T, dont la 
partie principale coincide effectivement avec celle que donne la 
formule (123). 

Laissons de cété, pour le moment, le calcul des coefficients e, h. 
Nous avons en yue un autre but, trouver la relation entre T et Y. 
Mais, d’abord, changeons la forme de l’équation (127) en posant 


1h eS. Foss Nd 


ce qui donne 


6 cn © 
(199) S?+ aS'+ 688+ cSt+ fS3+ JS%(eS +h) + — PY¥—7=0, 
vi 


équation enticre entre 5S et J. 
Semblablement, en posant 


Neath. 

AMOR Oe ; Viewne 

apres avoir écrit l’équation en Y ainsi 
Y7+ A[aY++ Bee Y3+ ye} Y2+ (693 + CA)Y + go(eg3+e'A)]=0, 


on la met sous la forme 


(130) Zi 7 (a2 + BZ3 —yZ?—dZ+e)+ i (OZ +e’) =<. 

On peut exprimer 5S en fonction rationnelle de Z, de gs et g3; 
mais 5 et Z sont des invariants absolus, c’est-a-dire ne dépendant 
point de la constante @homogénéité 2 que Von introduit, a vo- 
lonté, en multiphant gy et gs; par )? et .?; S s’exprime done par 
Zet J seulement. Cette expression est rationnelle; car g3, dans 
expression de S en Z, gy et g3 ne peut figurer qu’avec des expo- 
sants pairs, comme on I’a vu (17) dans une analyse semblable. 
Mais J est une fonction de Z, que définit l’équation (130), du se- 
cond degré en J. Done S s’exprime, en fonction de Z, par une 
équation du second degré en S. 

On peut intervertir, dans ce raisonnement, S et Z et conclure 
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que S et Z sont hés par une équation du second degré par rap- 
port a chacune de ces deux quantilés, une équation biqguadra- 
tique. 

Nous distinguerons les racines S de l’équation (129) et les ra- 
cines Z de Péquation (130) par les mémes indices que T et Y, et 
ces indices se correspondent, en sorte que, simultanément, S et Z 
prennent les valeurs S, et Z,. Qand g» est nul, ona 


Se = S, =S,) =} (o1— y/—7), S3;=—V—7, Se — Sg== Oe 


En méme temps, comme on l’a vu, Y2, Y,, Yo, ainsi que Y;, 
Y;, Yo, restent finis, tandis que Y; est infiniment petit avec 9», 
et son rapport a g» est donné par |’égalité (121). Ainsi les va- 


Y: Be 3 Sy, 
leurs de Z sont ~ et =; cette derniére correspond a $;. Considé- 


§2 
rant les premicres, on voit que Z devient infini pour S = o et pour 
S= Sp. Le coefficient de Z? dans l’équation cherchée est donc 
5(S — 8S»). 

L’hypothése J=o (c’est-a-dire 93 = 0) est, d’aprés Péqua- 
tion (129), la seule qui donne S = o. On vient de voir que les va- 
leurs de Z correspondantes sont infinies. Les termes indépendants 
de S se réduisent donc a un seul, le terme constant. 

Envisageons maintenant le cas A= 0, c’est-a-dire J = ». Toutes 
les valeurs de S sont infinies et celles de Z sont nulles. C’est le 
seul cas ol S puisse étre infini; le coefficient de S? se compose 
donc d’un seul terme, qui contient Z?, puisqu’on a déja reconnu 
existence du terme S(S — S,)Z?. Mais Z peut étre nul sans que J 
soit infini, comme le montre l’équation (130), donnant, a cet effet, 
la condition e'+ Je =o. L’équation cherchée, grace a ces obser- 
vations, est réduite a la forme suivante : 


(131) s(s Y=?) 214 m82+ n+p =o, 


2 
om, n, p sont numériques. 


En vue de calculer ces coefficients, prenons d’abord le cas o4 A 
est évanouissant. Rappelons-nous les formules 


2UiT 


L= 21, Ly =— 37 + Poe , 
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pour en conclure 


Vo = 389+ LL) U1, H3 + LyX 5 + L,Xs 


eee (Mis ' 2 ! 4 5 \ 
= ypo[21— 3(p +p? p? pt pF pI, 


Day 
p= ¢ : ’ 
Yo = 24 1Bo; Z)=2 Es 
Y 
tandis que la formule (124) donne 
Vie p18 aay Ba® 
To 4 7 Bi ? So a 7 2 


et, si l'on prend dans Véquation (131), les termes de l’ordre le 
plus élevé, 


n= 


96 , 32 V=9. 


/ 


co) 
considérons T,, donné par la formule (123), d’ou nous déduisons 


Prenons, en second lieu, le cas ot gy est infiniment petit; 
; ) 2 ] 


ee 6 2 
ge ae —— Gate 


2.7° 83 


Semblablement, expression (118) de X, donne 


3) ay 
as (V7.8) (eV =a 
2s 82 


$,23= Z (IV — 75 + 3 =o). 


DIET) 


Prenant dans l’équation (130) les termes qui ne se réduisent 
pas a zéro, on en conclut 


Enfin, pour déterminer le dernier coefficient, nous avons, pour 
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g2 infiniment petit, les valeurs simultanées 


pea? i( = 


qui, substituées dans l’équation (130), donnent 


m=—12(1—Y—7) (2). 


Voici donc la relation cherchée 


Si on l’ordonne par rapport a S, elle se présente sous la forme 


72S? — AS + 97.32(5 + 3V/— 7)? = 0, 


(1) On peut aussi trouver m par le calcul de la page 103 qui donne, en partie 
principale, 


a ae Nieto (ques (ens 
Se ee ie 
2 j 
en méme temps que X,=-- 6(¥/7g,)* donne 
o2 A 93 m2 
Li — 2.3 So Ee) = —+, 
83 i) 


AS) ett 7) == 


comme le veut |’équation (131) et comme l’on vient de le trouver autrement. 
Par la aussi, on peut trouver une premiere relation entre les deux coefficients 


Oe ee ee 
inconnus @, 2. On aura, en effet, pour S, voisin de aS, 


ape Ne + /—4)-+IS82 (eS, +h) =0, 


c’est-a-dire 
21— = 4 Bits (ees Gey) ee ena, 


‘ 2 7 se 
(132) (PET) 4a PEG y eh yyny sie ge ee) 


D) a 
Ill. 10 
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avec cette expression de A 


A= aN ee ey, 


Le discriminant 
At — 94,3205 + 3 — 7) 22 


s’offre, de lui-méme, sous forme du produit de deux facteurs, 
dont le premier se trouve étre un carré, 


== aes A) ig ae Sal ke 
A+ 22.3(5-+3V—7)Z = ~(a1—y- A) z oat ay 
A =9?.3(6=-3)/ 27 )Z 


ee i 7) Toei 8a ee of VS 


i) 


La théorie générale des équations doublement quadratiques 
(t. IL, p.338) enseigne un lien entre ce discriminant et celui de la 
méme équation, ot Z est envisagée comme I’inconnue. Ces deux 
discriminants sont transformables l’un dans l'autre par une sub- 
stitution linéaire. Le second discriminant contient donc, comme 
le premier, un facteur carré, et l’on trouve, en effet, 


2 7 
SIO yD 
pa re sn/n GE AHMAD UR MMS RUPEE ede ting Oat Rinse A oy Slo (ay. 
Prosrime. — Trouver un bindme eS +h, de telle sorte que 


be. 


(S+ ay (s = —C(eS+hy?8 


soul un carré parfait, S etant la variable. 


(1) La rédaction d’Halphen s’arréte ici; mais les pages suivantes, trouvées dans 
ses papiers, comblent en partie cette lacune. 
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Solution. — Soit (S? +S + ab)? le carré cherché, on a 


if 
Osta?) - ) (S2?+ 28 + ab)? = S(MS?4+-NS + P), 


NO 302 Oe 
P = a3 + 3ab?— 2hab; 


? 


N?— 4MP = \*— 6(a + b)222 + 8(a + 5)8A—3(a + 5) 
=(h—a —b)8(A+ 34430). 


° En prenanthK=a-+b, ona 
b —by 
(S+ay (Si 7) —(S+a(s+oj=@7 "ss 4 ay, 


2° En prenant } = -— 3(a-+ b), il vient 


2 
(S+ay (s+) -[S2—3(a+ 6)S+ ab}? 


se “s S*—2(3a-+b)(a+3b)S + a(a+ 30)| 


ca mn 


[(3a+6)S —a(a+ 3b)}?. 


Il faut, bien entendu, pour avoir la solution complete, changer, 
dans ces résultats, b en —- b. 
Dans la premiére solution, on a 


h—eca=o0; 


dans la seconde, 


3a+b fa j ha dlge ‘a 
e = ——— — — nt — 
5 C’ u ot We 


(/C(h—ea) =—fVa(a+b). 


Application. — Dans l’équation en S on doit avoir 


= v= ve (CES ee 


S(eS +h) 


eS 7 
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égal a un carré parfait. Ici 


1) ae 
‘ fe 


On doit d’ailleurs avoir, d’aprés la formule (132), 


h—ea= pes (5 ===). 
yf 


La premiére soluuion doit donc étre rejetée; la seconde donne 


(134) hea =—4(a +b)\/E 
Or 
L a tg, ON ye 
t= v2. Fee 
ecm (ras 8V 9) 212-38 2 2. 
a 7% 2 ar a (7 3 7) ’ 
fe eve _ 28.33 — 
(135) Ve-= 7 (7—3/—7). 


Substituons les valeurs ci-dessus de h—ea et de Ve dans 


Pégalité (134); il viendra 
(a+ 6)(7=37=9) =2.7. (5—V—9), 
7.(5— ae so 3} a ws 
2.7:(5—v—7) (9 Vv 7) ee 


II2 


Gp He) 2 Se 


T 


oT 
eone 


—7). 


Cette valeur concorde avec (133), 4 la condition de prendre les 
signes + dans les seconds membres de (133) et (135). 
Soient donc 


b= *(7—3y¥—9), (/2 = 22 (7 -37—7). 
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On aura 


ey ay ae Saag) 


Voici done Péquation 


si(s a (S457) 
6 cevets 2 ® —— 
+ == 35: [(3 —y=7) 8+ 4 (3+ ¥=7)] +P =7= 
Ona 


(yO geen 


2 


=[S?— 3(a+6)S+ ab}? 


=|8#+3(7+V=7)8—2 (5 i 


Par conséquent, 


sa 36/9 =e stot 
7; S(eS +h) a i(s aed 4 ($+V—7) 


2, 
912, 36/9 rake ( —— 7 ~ j=)? 
= 5 S?+3(7+¥—7)S—“(9.-5¥—7)| > 
12,36 )/_x4 
2 a Z2J=—=S82(eS+h) 


2B s[ 52 3(--V=7)8—2(9—sv=9) |V—SV=7. 


72 
Si lon pose S = — U? =a, il vient 
912, 36 \/—- >) SS RSS Vee 
Jao. BS a7) V7 | : Us 


z 
= 2% v[—pure3.70 ya) 0 2(0-v/=9)| 
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ou enfin, en prenant le signe — par exemple, 


Us| Urs V7) POT 
aes ae ee G Stery 
+ - V—FBRY 7) u(o—* Oe es pe 


14 vi 


La décomposition relative au cas J = 0 devra se conserver dans 
Péquation en U, ot déja on a le facteur U® dans la partie indé- 
pendante de J. Effectivement, sil’on pose U= +1, J = 0, Péqua- 
tion est satisfaite. On a donc le facteur U — 1. 


. . Ph Fy} ’ 
La seconde racine triple S = ts donne, d’autre part, 
U2 Als v— z a” 
—— 2 
a ae 
(ye ee ce Vee 
a 0) ee 2 


Subsuituant ces valeurs dans I’équation, pour J == 0, on voit 
que cest le signe — qu’on doit prendre. 
L’équation en U peut donc s’écrire ainsi : 


Ss aa BO ary mae 
pies SS ge yy io 


2 


Telle est la résolvante de Gallois la plus simple; elle est obtenue 
en posant 


st 
ee (¢ — to) (t1 — t3) (te — fe) (t, — ts) on 
A? /— 9 


FRAGMENTS DIVERS. lol 


FRAGMENTS DIVERS. 


Sur la multiplication complexe dans les fonctions elliptiques et, en particulier, 


sur la multiplication par \/— 23 (*). 


Préambule. 


Une des belles découvertes d’Abel, tout juste indiquée dans ses 
OEuvres, la multiplication complexe des fonctions elliptiques, 
a été, avec éclat, tirée de Poubli par M. Kronecker et par M. Her- 
mite. Dés le premier travail publié sur ce sujet par M. Kronecker 
(Monatsberichte, 1857), on voit apparaitre, entre cette théorie 
et celle des formes arithmétiques, des liens si étroits que l’admi- 
rable création de Gauss semble imaginée tout exprés. Cette liaison 
ne se montre pas moins dans le Mémoire composé par M. Her- 
mite ala méme époque (Comptes rendus de 1859). La multiphi- 
cation complexe n’y est pas le but : c’est le moyen que M. Her- 
mite emploie pour trouver, dans les transformations du septiéme 
et du onziéme ordre, la réduite de Gallois. C’est dans ce Mémoire 
cependant, si riche en résultats nouveaux, qu’on voit, aprés les 
exemples élémentaires, la premiére collection de fonctions 4 mul- 
tiplication complexe, calculées numériquement avec une élégance 
extréme. A la méme époque, le R. P. Joubert (Comptes rendus 
de 1860) et M. Kronecker (Monatsberichte de 1862), dont les 
travaux, sur ce sujet, n’ont cessé de se poursuivre, ont donné 
aussi beaucoup d’autres exemples. Enfin, dans ces deux derniéres 
années, la multiplication complexe a été l’objet de Mémoires im- 


(*) Extrait du Journal de Mathematiques pures et appliquées, f° série, 
t. V; 1889. 
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portants, dus aM. Stuart (Quarterly Journal, t. XX), M. Sylow 
(ce Journal, 1887), M. Weber (Acta mathematica), M. Pyck 
(Math. Annalen) et enfin M. Greenhill (Proc. of London. Math. 
Soc., 1888). Jen’ai point aanalysericices Mémoires pleins d’intérét 
au point de vue, soit de la théorie générale, soit des résultats nu- 
mériques. Sous ce dernier point de vue, le Mémoire de M. Green- 
hill, tout récent, résume et dépasse les travaux antérieurs. 

Pour la recherche effective des fonctions a multiplication com- 


slexe, sauf en quelques cas, comme la multiplication par \/— 7 
ie ? | ) I i V / 


ou par aa (Hermite, Equations modulatres, p. 55), ona 
employé, jusqu’a présent, des moyens détournés, quoique d’un 
grand intérét : tantOt on utilise les équations modulaires déja 
connues, tantét on calcule, a l’aide des séries de Jacobi, les coef- 
ficients d’une équation résolvante. Ce dernier moyen, extréme- 
ment curieux cependant, est bien étranger a l’Algébre et surtout 
exige des opérations bien laborieuses. Le premier moyen conduit, 
en général, a4 des équations qu’il faut décomposer en plusieurs 
autres (') ou bien qui ne donnent pas aisément, sous leur forme 
définitive, toutes les inconnues. 

D’ailleurs, quoi que l’on veuille penser de ces critiques, il était 
intéressant de chercher des moyens directs. Je me propose, dans 
le Mémoire actuel, de montrer, sur un exemple, l’emploi d’un tel 
moyen, si direct et si simple, en théorie du moins, quwil suffira, 
pour me suivre jusqu’au bout, de posséder les premiers éléments 
des fonctions elliptiques. Afin de faciliter cette tache, j’ai placé 
au début un exposé rapide des principes généraux de la multipli- 
cation complexe, ressemblant beaucoup a celui qu’a déja fait 
M. Sylow. 

L’exemple choisi est celui de la multiplication par / 


23. 


existe six fonctions admettant cette multiplication. Pour le 


(*) La cause de cette décomposition sera expliquée ici parmi les Principes 
géneraux. Il y a plusieurs exemples, dignes de remarque, ou cette décomposi- 
tion est évitée par l’emploi d’équations modulaires irrationnelles; on le verra 
dans le Mémoire de M. Greenhill. Mais c’est la un accident heureux, qui se pro- 
duit seulement en des cas dont Je nombre est trés limité. Pour obtenir une équa- 
tion sans facteurs étrangers, M. Kronecker a indiqué une méthode générale, 
fondée sur l’emploi simultané de l’équation modulaire et de ’équation au mul- 
diplicateur. 
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nombre 23, comme pour tous ceux qui sont de la forme 8n—1, 
ce qu’on a oblenu jusqu’a présent ne suffit point. Dans son beau 
travail de 1860, leR. P. Joubert, parmi beaucoup d'autres résul- 
tats, a donné explicitement deux équations, du troisiéme degré, 
dont chaque racine est égale, pour une des six fonctions, au 
produit du module par son complémentaire. I] resterait a trouver 
effectivement les modules, qui doivent contenir seulement une 


seule irrationnelle, outre oy Cette circonstance indique suf- 
fisamment que on n’a pas choisi l’inconnue la mieux appropriée. 
La méme observation s’applique a l’équation, d’ailleurs trés élé- 
gante, donnée pour le méme objet par M. Greenhill. On pourrait 
@abord étre surpris de me voir exiger le module lui-méme, quand 
on sait fort bien que le produit du module et de son complément 
définit explicitement les invariants. I] est vrai que le résultat ob- 
tenu par le R. P. Joubert suffit 4 définir ces invariants; mais il ne 
suffit point pour faire connaitre, sans nouvelle irrationnelle, la 
formule méme de multiplication. 

Au point de vue des résultats, c’est donc un complément que 
japporte a ce qui était acquis. Mais c’est surtout par la méthode 
employée que ce travail, sans prétention, mérite peut-étre un 
instant d’attention. 


Principes généraux. 


Rappelons tout d’abord les principes. 

Soit ¢ une constante qu’on désignera sous le nom de multipli- 
cateur. 

Soit w un argument variable; soit encore ¢ le produit de wu par 


le multiplicateur, 
9 — tu. 


On sait que, si ¢ est un nombre enter, py est une fonction ra- 
tionnelle de pu. Le méme fait peut-il se présenter pour d’autres 
valeurs de ¢? 

Soient 2m et 2! les périodes. Comme pw ne change point 
quand on ajoute ces périodes a l’argument w et que tout autre 
changement de l’argument, sauf le changement du signe, altére la 
fonction p; comme aussi py doit avoir une seule valeur pour 
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chaque valeur de pu, il faut que les produits de ¢ par 2 et 
2,0! solent eux-mémes des périodes, qu’on ait donc 


(1) ew = pw + qv’, ew’ = Tw + sw’, 
Pq], 1, 8 étant des nombres entiers. De 1a se conclut 
(2) (pw + gw')w' =(rw+ sw')w. 


Mettons de coété le cas ot l’on supposerait 


quiest celui de la multiplication ordinaire, ¢ étant alors un nombre 
entier. Pour tout autre cas, la relation (2) n’est pas identique. 
Elle exprime une condition entre les périodes : pour qwul existe 
une multiplication, autre que la multiplication ordinatre, tl 
faut et tl suffit que le rapport des périodes sott racine d'une 
équation du second degré a coefficients entiers. C’est une con- 
dition nécessaire, on vient de le voir; suffisante aussi ; pour s’en 
convaincre, il suffit d’observer que, ¢ étant choisi conformément 
aux égalités (1), concordantes d’aprés la relation (2) supposée, 
pv n'a effectivement qu’une seule valeur quand pw est donné. 

Il s’agit de trouver l’expression de py, en fonction de pu. 
Cherchons done les poles de cette fonction, considérée comme 
dépendant de wu. 

Des égalités (1) et (2), on peut tirer 


pe sw — qo! On PO LO 
ae. N ; a N : 
| IN aS == Oies 


— 
(es) 
Ww 


+ , ? : , \ 
En conséquence, les valeurs de u = —, qui rendent ¢ égal a une 
co 


période, sont des N'*™* parties de période. Mais il faut préciser 
davantage. 

On doit admettre que les quatre nombres p, g, 7, § n’aient au- 
cun diviseur commun. Etfectivement, de ce cas particulier, on 
s'éléve au cas général en multipliant ¢ par un nombre entier, 
c’est-a-dire en faisant suivre Ja multiplication par ¢ d’une multi- 
plication ordinaire. Cette derniére ferait disparaitre la simplicité 
qu’on va reconnaitre dans la nature des poles de py; la simplicité 
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tient essentiellement a cette hypothése, permise et nécessaire : 
Py O71; 8 Wont aucun diviseur commun. | 

Soient y le plus grand commun diviseur de s et de g; vu celui de 
petder. Ces diviseurs appartiennent aussi 4 N. On aura 


G—=VGiy SVS, P= EP, FS Ur; 
A1u—-Nanni=N, N=npy. 


Sont premiers entre eux les nombres qi eb S;, dememe p, et 
oe et aussi p et y, suivant l’hypothése qu’on vient de faire sur 
l'ensemble des quatre nombres p, g, 1, s. 

Comme qi et sy sont premiers entre eux, On peul trouver deux 
entiers « et 9 par la condition 


(4) 3,8 —qi4=1. 
Posant alors 
$40 — Gq yw’ = w), aw — Bw'= 4, 
on en conclura 
1 / t 
» = Bw,;— qi), ow! = a0;— S40, 
Pre — 710 = (pr% — 718) 1 — (pisi— 9171) 04, 
égalité que nous écrirons sous la forme 


Pi -—710 = hw,—nw', 


en posant 


(5) h=p,%—r;,8. 


Remarquons immédiatement que f et n sont premiers entre 
eux. On a, en effet, 


As, = prsy%@ —715,8 =pisy2—m(1+qge2) =na—n, 


Aq =Pin%—"1918 = pi(siB —O — 1918 = 28 —pr- 


Tout diyiseur commun a h et n diviserait donc r, et p,, qui 
sont premiers entre eux. + 

Puisque h et n sont effectivement premiers entre eux, on peut 
choisir un entier i, de telle sorte que h +n soit premier avec 
un nombre donné quelconque, par exemple y. Mais, par l’éga- 
lité (4), a et 8 sont déterminés seulement a un multiple prés res- 
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pectivement de s, et de g,. L’égalité (5) détermine donc /# a un 


multiple prés de 
m= P154-- 1719135 


on peut alors choisir ce multiple de telle sorte que h soit premier 
avec y. Admettons qu'il en soit ainsi. 

Les deux nombres / et » étant premiers avec v, on peut déter- 
miner des entiers y et 6 par la condition 


vo —hpy =. 


Cela fait, ona 
hoy— no, + nv dw) = h(w,+ nyo) 


et, si on pose 
WO, NY’, = o, 


ie 


. 13) Ww 0 \ 
les expressions (3) de — et de — prennent les formes ci-aprés : 


w S10 — qi! 4 6) : 
= —— —- = Ys, 

€ ny Ny. Np 

w! Pi’ —r0 ho,—no} ho Ae 
== = — OW,. 

é ny ny ny 4 


Par conséquent, en négligeant les multiples de Ja période 2’, 


[| 2w 20 2.6) 
SS = ) 
: | & np N 
(6) , a - 
| 20 2h 2ph® 
ae a = IN 


Da ae 


. oy oN) Pure x © 
Ainsi — et ——, a des périodes prés, sont des multiples d’une 


& c 


rn 5 WS : 
seule et méme quantité —-- Avec des entiers quelconques af evs, 


en posant 
va'+ phB' =m, 


on aura, de méme, 


a¢w+28'w’ 2md 


= 
& 


20 


est-a-di ltipl 
c est-a-dire un mu iple de N 


Comme, d’ailleurs, vy et ph sont 
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premiers entre eux, m peut étre un entier quelconque. En consé- 
quence, les valeurs de u qui rendent v égal a une période sont 
représentées par tous les multiples d’une seule et méme quan- 


or DEO : oA Seno me 
tuté => qui est la N“™* partie d’une période. 


I] est trés important de se rappeler l’hypothése p, g, 7, s sans 
diviseur commun. Dans le cas opposé, en effet, la proposition 
serait en défaut. Au cas de la. multiplication ordinaire, par un 
u 
M 
constituées par l’ensemble de toutes les M'*™® parties de période, 


~ entier M, les valeurs de uw, qui rendent — égal a une période, sont 


et ces derniéres ne sont pas les multiples d’une seule et méme 
quantité. Si donc on multiplie ¢ par un entier M, la proposition 
précédente disparait a l’égard du produit Me. Elle constitue ainsi 
une propriété caractéristique de la multiplication singuliére, ré- 
duite a ses éléments essentiels. 

Connaissant les péles de pe, fonction de wu, il est aisé de trouver 
lexpression de py, décomposée en éléments simples. Soit effecti- 


vement 
2m 


Yas LN 


=> U5 


d’aprés légalité (7), il vient 


I 


g=ecu—2¢H)+28'w +eu'=cw’. 


D’autre part, pe développé suivant les puissances ascendantes 


ede? 5 A é 1 3 
de ¢ fournit, a la partie fractionnaire, le seul terme ay, Suivant 


les puissances ascendantes de w’, on a donc le seul terme Ta 


De 1a vient, dans la formule de décomposition, le seul terme 


1 >( “a ) 
gud N 


Si lon observe ensuite que py est une fonction paire de w, on 


trouve immédiatement le terme constant, qui restait a déterminer 
dans la formule de décomposition, et l’on a enfin 


m=N—1 


P hala Py’ 2mo yee 
(8) EDV = Dit = Sy [e(e— "Fe PAT" 
Ww=1 
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Le rapport des périodes est supposé racine d’une équation du 
second degré, a coefficients entiers ; soit 


(9) aw?+ 2bww' + cw2=0 


cette équation, ot a, 6, c sont des nombres entiers, n’ayant aucun 
diviseur commun. Le premier membre constitue ce qu’on nomme, 
dans Ja théorie de Gauss, une forme primitive; la qualification 
de primitive exprime que a, b,c n’ont point de diviseur commun. 

Dans Vordre primitif (c’est-a-dire dans l’ensemble des formes 
primitives), on distingue l’ordre proprement primitif et Vordre 
improprement primittf. Le premier est celui ot @ et ¢ ne sont 
pas, tous deux, pairs; le second est, au contraire, celui ola et ¢ 
sont pairs. Cette distinction, née de |’Arithmétique, est encore 
fondamentale ici, comme on va le voir immédiatement. 

Le rapport des périodes est essentiellement imaginaire. Ainsi 
l’équation (g) a ses racines imaginaires; en d’autres termes, le 
nombre D, qui est son déterminant changé de signe, 


(10) Di= ac— 6? >0, 


est essentiellement positif. La forme (a, b,c), c’est ainsi qu’on 
représente abrévialivement le premier membre (g), est donc une 
forme définte, nom que l’on donne aux formes dont le signe est 
invariable quand la variable est réelle. On pourra admettre que a 
et c, dont le signe est le méme pour tous deux, sont positifs. La 
forme (a, b,c) est, en résumé, une forme primitive et positive. 

Enfin, pour fixer les idées, nous définirons le rapport o! : w 
comme étant égal a la racine dans laquelle la partie imaginaire 
est positive, c’est-a-dire que le coefficient de ¢ est supposé po- 
siuf. Par conséquent, 


a epee 
ae oe te = Jee ee it 
et \/D est pris positivement. 

L’équation (g) peut étre mise, de diverses maniéres, sous la 
forme (2). Il y a done diverses multiplications singuliéres pour la 
méme fonction elliptique : parmi ces multiplications, il faut en 
choisir une, la plus simple, suffisante pour caractériser la singu- 


larité. 
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Par comparaison avec l’égalité (2), om posera 


(12) ( g = ka, —r=ke, p=kb+k, 
‘ s=—kb+k, P—s=2kb. 

Les trois nombres a, 6, ¢ n’ont point de diviseur commun ; il 
en va donc de méme des trois nombres a, 2b, ¢ dans le cas de 
Vordre primitif. Alors & est nécessairement un nombre entier, et 
k’ aussi par conséquent. Au contraire, pour l’ordre improprement 
primitif, a, 2b et c ont le diviseur 2. On peut done prendre, 
pour 4, la moitié d’un nombre entier; comme, d’ailleurs, b est 
impair (sans quoi @, b, ¢ auraient le facteur 2), 24’ sera aussi un 
nombre entier, de méme parilé que 2k. 

Nous avons maintenant, suivant (12) et (10), 


(13) N= ps—qr=k?+k*D. 
Le minimum de N, pour l’ordre proprement primitif, est donc 
mE PEO} Pp ) 
Noe 1D, répondant peo. =a t.Pour | ordre improprement 
primitif, c’est N=+(D +1), répondanta H#h’=>tk= §. 


L’expression (1) Ae multiplicateur ¢, suivant (11), devient 


éS ais pPo+gquw' 2 kta! = bw) Sis ea, 


Ww w 


Ce multiplicateur est toujours imaginaire, et c’est la l’origine 
de la Jocution : multiplication complece. 

Adoptons naturellement, comme la plus simple, la multiplica- 
tion ot N est minimum ; fixons, d’ailleurs arbitrairement, les 
signes de k et de k’, et concluons ainsi : 

Dans UVordre proprement primitif (c’est-a-dire Pun des deux 
nombres a et ¢ étant impair), le multiplicateur le plus simple ¢ 
et le degré N sont 


(15) geaiV7D,. N= D:; 
dans l’ordre improprement primitif (cest-a-dire si a et ¢ sont 


pairs, tous deux), de multiplicateur le plus simple ¢ et le degré 
N sont 


(16) e=t(i+iVD), N= 7¢(D-+1). 
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Pour un méme déterminant D, multiple de 4 moins 1, le degré le 
plus petit correspond a lordre improprement primitif, qui offre, 
par conséquent, des calculs directs beaucoup plus simples. Comme 
on le yerra par l’exemple que nous allons calculer, on peut en- 
suite, par des opérations indirecles, passer a l’ordre proprement 
primilif. 


Diverses méthodes de recherche. 


Jusqu’a présent, les fonctions elliptiques a multiplication com- 
plexe, ou fonctions singuliéres, ont été caractérisées par la con- 
dition (g), relative aux périodes. Le probléme véritable est de 
trouver leurs modules, suivant l’ancien langage, ou leurs tnva- 
riants, suivant le langage actuel. Pour résoudre ce probléme, la 
voie naturelle est de faire disparaitre les variables uw, » de l’éga- 
lité (8), de facgon a obtenir une relation entre des constantes, 
exprimables en fonction des invariants. On peut obtenir une 
infinité de telles relations. 

Développons les deux membres (8) suivant les puissances as- 
cendantes de uw, égalons terme a terme les coefficients et nous au- 
rons les relations dont il s’agit. Pour ce but, on invoquera le 
développement 


De = 


. 


Ma I 2mo 
— (2% — 1) 23 = ——— : TY —___ 
| 38 | )8 2.3.4 } N 


4. {0)_5 e050 (@ sie) = sis) ws 6)s\e ls) 6) Ole el oe oe sae! «te iel'e 


Il suffit, bien entendu, de prendre la premiére de ces équations. 
En exprimant que les arguments des diverses fonctions p", dans 
le second membre, sont les multiples d’un méme argument, que 
ce dernier est la N°”? partie d’une période, on obtiendra, entre les 
invariants, une équation algébrique propre 4 résoudre le pro- 
bléme. 

On peut procéder autrement : prendre les deux équations, ex- 
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primer les fonctions p” et p'Y au moyen de la seule fonction p, 
suivant les formules 


employer la multiplication ordinaire pour réduire ces fonctions p 
20 


au seul argument vet, sans avoir 4 exprimer que cet argument 


est une Ni™* partie de période, éliminer cette unique quantilé 
20 ; . 
Poy entre les deux équations. 


Il y a d’autres moyens encore. Dans le cas, notamment, ot N 
est un nombre pair, en mettant, au lieu de w, dans l’égalité (8), 
une des trois demi-périodes, on obtient une relation fort utile, 
comme je ferai dans l’exemple que je me propose de traiter ici. 

Voici le fait qui attire d’abord l'attention. Dans l’égalité (8) et 
celles qui s’en déduisent, les seules données qui apparaissent sont 
- et N, c’est-a-dire, conformément aux expressions (15) ou (16), 
le déterminant D et la distinction entre les deux ordres, propre- 
ment ou improprement primitifs. Aucun autre élément de léqua- 
tion (g), c’est-a-dire de la forme (a, b, c) ne laisse de trace dans 
le calcul. Par conséquent, la totalité des formes, de déterminant D, 
donne en tout deux équations, bien distinctes entre elles, l’une 
pour l’ordre proprement primitif, l'autre pour lordre impropre- 
ment primitif (quand D est multiple de 4 moins 1). 

Pour un déterminant donné, il y a une infinité de formes 
(a, b,c). Il n’y a cependant qu’un nombre limité de fonctions 
singuliéres, répondant a ces formes, puisque ces fonctions sont 
définies par une équation algébrique. Une infinité de formes ré- 
pondent donc a une méme fonction. Ceci tient simplement a ce 
que les périodes 2, 2! ne sont pas entiérement déterminées. On 
peut, en effet, au moyen d’une substitution linéaire, de détermi- 
nant unité, changer ces périodes en d’autres, qui leur soient équi- 
valentes. 

Soient 26! et 2 deux autres périodes : 


(18) &'= aw'+- Bw, 6 = yw'+ ou. 


Pour que le couple (26', 2) puisse remplacer le couple 
Ii. iy 
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(20/, 2), il faut que toute période s’exprime par une fonction 
linéaire de 26! et 26, a coefficients entiers; ceci exige 


ad — By = 1. 


De plus, pour préciser le rapport w/w, nous avons été conduits 
a fixer le signe de la partie imaginaire dans ce rapport. Pour que 
ce signe se conserve dans 6:6, il faut que l’on ait ad — By—= +1, 
comme on le reconnait par un calcul classique. 

La substitution (18) fait apparaitre 6':6 comme racine d’une 
nouvelle équation, analogue a |’équation (9). Le premier membre 
de cette nouvelle équation n’est autre que le premier membre de 
la précédente (g), transformé par une substitution linéaire, a coef- 
ficients entiers, de déterminant égal a 4-1. 

Dans la théorie de Gauss, toutes les formes (a, 5, c), déduites 
d’une seule et méme forme par de telles substitutions, forment 
une classe et elles sont dites équivalentes. Cette équivalence 
trouve ici son application naturelle : toutes ces formes corres- 
pondent a une seule et méme fonction elliptique. Le nombre to- 
tal des fonctions singuliéres qui correspondent a un méme déter- 
minant D est done aussi celui des classes de formes primitives 
(proprement ou improprement), a déterminant — D. Si la théorie 
des nombres ne nous le faisait déja connaitre, nous appren- 
drions done par les fonctions elliptiques que ces classes sont en 
nombre limité. 

En restant dans les généralités, j’ai encore un mot a dire sur la 
méthode de calcul que j’ai indiquée tout a Vheure, pour la com- 
parer avec la méthode classique, la méthode d’invention premiere, 
celle d’Abel, pour laquelle on emploie les éguations modulaires. 

Envisageons des fonctions elliptiques quelconques, ayant 2 et 
20! pour périodes; puis d’autres fonctions elliptiques, ayant les 
périodes 2Q, 20’, liées aux précédentes par les relations 


(19) eQ= pw+quw’, eQ'=rw + sou’, 


analogues aux relations (1); p, g, 7, 6 sont encore des nombres 
enliers sans diyiseur commun, mais ¢ est une quantité tout a fait 
arbitraire. Les éléments de la théorie de la transformation, par 
les raisonnements mémes que nous ayons employés, montrent que 
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p(sw) est fonction rationnelle de Pw (nous désignons ici par P la 
seconde fonction elliptique, aux périodes 29, 29’). Cette fonc- 
tion rationnelle s’exprime, en éléments simples, sous la forme 


m=N—1 


ep(eu)= Pu + > [P (™ a) pa |, 


57) a I 


analogue a l’égalité (8). 
Par le méme moyen qui nous a fourni les relations (17), en 
employant des majuscules pour les invariants de P, on obtient 


vay D3 2m 
(2! go Cy) = = [py ? 


20 2 N 

[ I 2mQ 
bees 26 ares Ge eo, pry ee 
38° os 3) De Ont » N 


En considérant les seconds membres comme des fonctions con- 


nues de Gy, et Gg, éliminant ¢, on obtient une relation entre les 
invariants absolus 93: g3 et G}:G} (qui remplacent les modules 
dans les notations modernes). Cette relation (mise sous forme 
entiére relativement a G, et Gs, dont les seconds nombres sont 
des fonctions algébriques irrationnelles) constitue l’équation 
modulaire relative aux transformations d’ordre N. | 

Dans cette équation modulaire, supposons Gs= gy, G;= g3. 
Nous retrouyons alors, au lieu des relations (19), les relations ini- 
tiales (1), et Véquation ainsi obtenue, qui content alors un seul 
module, ou plutét un seul invariant absolu, caractérise des fonc- 
tions elliptiques singuliéres. Mais ¢ a disparu; la seule donnée 
qui subsiste est N. La disparition de ¢ nous avertit que les multi- 
plications ne sont pas nécessairement réduites a leurs formes les 
plus simples (15) ou (16). Entre le déterminant D inconnu et le 
nombre donné N existe seulement la relation (13). On trouvera 
done ainsi, a la fois, toutes les multiplications complexes qui ré- 
pondent aux déterminants D, de la forme 
NF? 


D= 5 


“A 


ok et 2k’ étant des entiers quelconques, qui rendent D entier et 
positif. L’équation obtenue de la sorte est donc décomposable en 


plusieurs équations distinctes. 
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Au point de vue théorique, cette méthode présente divers avan- 
tages. Tout d’abord, elle a été la source de belles découvertes arith- 
métiques, comme on peut le voir dans les travaux de M. Kronec- 
ker. De plus, les équations modulaires ayant été trés étudiées, on 
trouve par 1a plusieurs propriétés générales de la multiplication 
complexe. Mais, quand il s’agit de calculer effectivement des inva- 
riants singuliers, correspondant a un déterminant donné, cette 
méthode ne peut étre approuvée. Une bonne méthode doit four- 
nir directement, sans facteurs étrangers, l’équation désirée. Elle 
ne doit point exiger le calcul préalable des équations modulaires. 
Celle que j’ai indiquée plus haut satisfait 4 ces conditions : par la 
conservation du multiplicateur ¢ dans le calcul, elle doit donner, 
pour chaque cas, une équation répondant uniquement a la ques- 
tion (!). On ne peut pas dissimuler cependant que le calcul effec- 
uf offre des difficultés : pour qu’il ne soit pas trop laborieux, on 
doit assurément user d’artifice, employer, par exemple, des rela- 
tions surabondantes, comme je vais le faire dans le cas particulier 


dont j’aborde maintenant le calcul. 


Multiplication par 4(1-+ /— 23). — Recherche 
de la résolvante. 


Je me propose de trouver les fonctions elliptiques singuliéres 
répondant a l’ordre improprement primitif, pour le déterminant 
23. Je prends, a cet effet, lune des formes correspondantes, la 
forme (2, 1,12), supposant ainsi, entre les périodes, la relation 


{ w'2+- ww'-- 6w2= 0, 
(20 ) 2.0)’ + w Ls 
— =1y/23. 
w 


Dans la fonction elliptique correspondante, les invariants sont 


(1) D’aprés un des plus beaux théorémes de M. Kronecker, cette équation doit 
se décomposer en autant d’équations partielles qwil y a de genres différents, 
entre lesquels se répartissent les classes de formes ayant le déterminant donné et 
appartenant a l’ordre considéré. Le déterminant que j’ail en yue est un nombre 
premier; il n’y a donc qu’un genre dans chaque ordre; partant, point de décom- 
position. 
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réels et le discriminant négatif. La demi-période réelle est w, la 
demi- période purement imaginaire est 2 w/-}+- w.Ainsi, suivant les 
notations usitées dans le cas des invariants réels avec discriminant 
négatif, on deyra poser 


Ws = W, Ws = 2W'—— ws 


de la, pour les demi-périodes imaginaires conjuguées, les ex- 


pressions 


Oo, = 4(Me— w,) =— a’, 3 = ¢(Mg+wy)= oto’, 


Les racines e,, c’est-a-dire les valeurs de pu quand u est une 
demi-période, sont done composées ainsi : l’une réelle e,, corres- 
pondant a w» aussi bien qu’a w,; les deux autres sont imaginaires 
conjuguées : dans e,, qui correspond a w,, la partie imaginaire est 
positive. 

Je conserverai explicitement les demi-périodes w, w’, avec la 
notation w” pour leur somme, mettant, de plus, e, e’, e” pour les 
trois racines correspondantes ('). La somme de ces derniéres est 
nulle. On a done simultanément 


: e' I GA I 
(21) ene eS =e Sr 
e 2 e ‘ 


La lettre ¢ désigne Vinconnue qu’on est naturellement conduit 


: 2. <6 F 6 Zt A : 
a choisir. Nous savons dés maintenant que ; doit étre réel et po- 
sitif. 


D’aprés les égalités (12) appliquées au cas actuel, en y prenant 


Feces icc 


des relations (1) et (2) on tire les suivantes : 


{ ew = w + w’ 6. 6, 
7) wy! w! wu’ 

( 239) SS re i), 

(22) 6 


e=4(14+ iy/23). 


(1) Lobligation de considérer, a la fois, les diverses fonctions elliptiques con- 
traint A restreindre la variété habituelle des notations : je réserve l’emploi des 
indices pour caractériser les autres fonctions, qui interviendront plus loin. 
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La demi-période 6 coincide avec w’ et la formule (8) devient 


w! w! 
i eared ey Se 
Pac PL Esai) Sey 


(23) e210 — p(n S| p(w { S| + p(u—w') 
9 \ 
w 20 : 
-2p 2p Ex 
P3 Ps 


Posons, pour abréger ('), 


ir rt 
2W 3) 
(24 (p= 30) 5 1. 250) 5 

) PS PS 


» or) 


remplagons p” par 6 p?— 5 9. et déduisons de la premiére formule 


, , 


générale (17) cette équation 


(25) si; (#3 24) go = Ga + 6L2+ 3e!2. 
Je prends, de plus, ’équation qu’on obtient en supposant, dans 
la relation (23), w= w, ce qui donne, suivant (22), 


eG — (Oe 
par conséquent, 


t / 
0) 20 
te e+e’ —¢'4+ op (w 5) sti p(w — | = DG = DD. 
3 ‘ 


© 


Nous poserons 


' " 


A = 1(2e2e"= e'— e — e”) = 1(c2e" + 26’), 
4 c 4 “ 


en sorte que la derniére équation s’écrit ainsi 


a0. \ them danas) aon): 


Par le théoréme d’addition des demi-périodes, ona, suivant les 
notauons (24), 


CaP \ © PON ese) Cee 
p(o— a ap 


b—e 
p(w 20’ \ aN « (é— e)(e= e") 
3 Nae a—e ¢ 
aN: 
oa >(e *) ee es. 200 \) Boe (e=e)) (er eG) 
es ZA 3/4 3 )=? (a—e)(b—e) 


(‘) L’emploi des lettres a et 6 ne peut entrainer aucune confusion ayee la no- 
tation générale (a, b, c) des formes quadratiques, sur laquelle nous n’auroas plus 
a reyenir. 
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Le second membre (26) étant maintenant exprimé au moyen de 
a et b, il ne faut plus qu’une relation entre a et b pour éliminer 
ces quantités des équations (25) et (26). Cette relation est immé- 
diatement fournie par les expressions (24) de a et b 


’ \ Ki 
a=) - ==) (o'— ae et = 


On en conclut, par le théoréme d’addition des demi-périodes, 
(28) (a—e')(b--e') =(e'—e) (e'— e"), 


ce quiest la relation demandée. Je m’en sers immédiatement pour 
modifier le second membre (27) par le calcul suivant : 


(a—e)(b—e)—(a—e')(b— e')=(e'—e)(a+b—e—e). 
Ajoutant, membre a membre, avec (28), on conclut 
(a—e)(b—e)=(e'—e)(a+b—e—e")=(e'—e)(a+b+e'). 


La relation (27) devient donc 


oo 20 ? Wie Oe He OS 2) 
p(w oy iss ean j= . abe : 


ce qui donne, pour I’équation (26), celle-ci 


(99) (2A—2e+a+6b)(a+6+e')+(e—e")(a+b—2e)=0. 


L’élimination de a et b entre ces trois équations (29), (28) et 
(29) est évidemment trés facile. On peut cependant la. simplifier 
9; ak 
encore par une nouvelle transformation du second membre (26). 


conformément au calcul suivant : 


Aa © ae PeT(ne. 
p(w — 3) =p Be We sl “ie ? 


ee GiGCE ue) Cerne) 


3 a—e 
P(e pee ese ay 
ea) a—é' 


Soil f(a) =(a — e)(a— e') (a — e”). La somme des trois frac- 


. f(a) : : : 
tions, dans ces seconds membres, Car eee — (a), ot o(a) dé- 
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: : Ao Vey . . 
signe la partie entiére de ve) Soit, pour un instant, w largu- 
J (@) 


ment 3w/; ona 
IQS ANOS Oe): 


Pour un argument wu quelconque, on a toujours 


cies (z u 


\2 
iui oe ie) = 4(2pu + p2w). 


Pour w= j0', pu et p2u sont des quantités égales, a. Ainsi 


foe) = 12.4 
f(a 
eae Soa). 
Quant a 9(a@), partie enuiére de ACF ot @ est supposé quel- 


conque, ¢’est ga. La somme des trois fractions est done égale a 
3a. Au lieu de Végalité (27), on peut done encore écrire celle-ci 


(29a) p(© =) p(o =) == 3a) 


moyennant laquelle l’équation (26) fournit cette autre 
(30) b= ag = ln, 


que j’adjoins au systéme (25), (27) et (29). 
Avec la notation A, j’emploie encore B et C : ainsi 


I 
| A = =(¢e"+ 2’), 
4 


gi —3e"), 


6 \ 20 
r J ; 
G=(e'— e)(e'-- e") = 3e"— = go = 26+ ee". 
, 
4 


Les équations (25) et (27) sont les suivantes : 
Ae 1B (a—e’)(6—e)=G4. 
Avec l’équation (30), on en tire 


2e(a+ b)=2e2+ B—2C— A2= B— A2-- 29e2%— 2ee’; 


(31a) 
/ (a+ b)?= 2B — A?, 
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L’élimination de (a + 0) entre ces deux derniéres conduirait a 
une équatlion du quatriéme degré par rapport a l'inconnue /. Cette 
équation contiendrait un facteur étranger, tandis qu’en substituant 
(a+ 6) et son carré dans (29), on obtient une équation du troi- 
siéme degré 


(32) A(B -- A2?— 2ee")+ e'(3B — 2 A2-+ 2¢e”—- 2e%) = 0. 


C'est l’équation que je voulais obtenir, On y devra substituer, 
pour A et B, leurs expressions (31), en se souvenant qu’ona 


Elle devient, de la sorte, homogéne et du troisiéme degré, en e, 
e', e’. Par le moyen des notations (21), on aura une équation du 
troisiéme degré en ¢. 

Le développement de cette équation exige encore des calculs 
assez longs. [] convient donc d’avoir un guide et un contréle par 
la connaissance préventive de quelques traits essentiels. 


. 


Remarques sur la résolvante. 


La présence de ¢ dans A et B entraine, pour les coefficients de 
l’équation, la forme complexe «+ (8/23, « et @ étant des nom- 
bres entiers. Or nous connaissons |’existence d’une racine ¢, pu- 
rement imaginaire. Il est donc naturel de prévoir, pour l’équation, 


la forme 
(33) iy/23(at3+ Bt) + yt+-d6=0, 


ou a, 8, y, 6 seront des nombres entiers. Je donnerai, dans un 
instant, la preuve véritable de cette propriété. Ce qui importe le 
plus, c’est de savoir 4 quelles fonctions elliptiques singuliéres se 
rapportent les autres racines ¢. 

D’aprés les éléments de la théorie des formes, il y a, outre 
(2,1, 12), deux autres formes réduites, dans l’ordre improprement 
primitif, de déterminant — 23. Ce sont les formes (4, 1, 6) et 
(4, —1,6). Envisageons d’abord la premiére, que nous distin- 
guerons en affectant de l’indice 1 les éléments correspondants. Il 
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‘s’agit donc des fonctions elliptiques pour lesquelles on a 


i 
4, + 4 . [Zs 
pede 5s 
4 
yy. ' ! c = 
(34) { €W)4 = 01+ 2104, ew; = — 3, 
f 2 
] Oa ike Ww} Ww, + 304 
“ut eoueeg es an 


L’argument © de la formule (8) est ici w, + 30,4. 

On formera, comme précédemment, l’équation supplémentaire, 
en prenant w= ,, ce qui donne aussi ¢ =.0,. Les lettres a et b 
auront les significations suivantes : 


204 


; 
1c) 
ts, 
Ca ean ae b= pi (Ste). 
0 


Moyennant ces conventions, on voit immédiatement qu’on ob- 
tient les mémes équations que précédemment, sauf remplacement 
dee, e', e” pare’, e,, 1. 

Notre équation du troisiéme degré a donc une racine ¢, définie 
par les égalités 
(35) Lig sees, & Ek pte bls Mp. 

e'; 2 e1 2 

Cette racine est complexe et nous verrons méme, ultérieure- 
ment, que l’on peut assigner, d’avance, son expression en fonction 
de la racine précédente ¢. 

Semblablement, la forme (4, —1, 6) donne lieu a des fonctions 
ellipuques caractérisées par les relations 


Fe 
1 Wo —— We 5. JS 
== UW Dap 
We 
(35) i Bain = Dai, éW = — 32+ w), 

Wo Wo— 2W, W> I 

= a oe. ? —- = - We 
wes 6 é 3) 


L’argument © est; — 20),. On obtient Péquatjon complémen- 
taire en prenant uw == ,, ce qui donne » =w,. Les lettres a et b 
ont les significations suivantes 


2W2— fw, / W.— 20)5 
a, = Pr SET He he eine eam)? 


\ d 


FRAGMENTS DIVERS. 171 


et l’on retrouve les équations primitives, sauf remplacement de 
e, e', e” par e,, es, e,. Notre équation, du troisiéme degré, a donc 
la racine fy, définie par les égalités 


En comparant les fonctions d’indice 2 et celles d’indice 1, on 
voit que les rapports des périodes, au signe prés, ce qui est indif- 
férent, y sont imaginaires conjugués. Les invariants absolus sont 
donc aussi des imaginaires conjuguées et il est manifeste que les 
deux rapports e, $e, et e€,:@, sont dans ce cas. Ainsi ¢, et —fy 
sont des imaginaires conjuguées. Nous rappelant ce quia été dit 
précédemment sur la premiére racine ¢, nous pouvons conclure 


: eee, : F : 
ue les trois quantités =, fournies par les trois racines ¢, sont l’une 
q L p p 


réelle et positive, les deux autres imaginaires conjuguées. Par la 
est pleinement justifiée la forme (33), prévue pour l’équation. 
Voici encore un autre moyen de trouver ce méme résultat. 
Comme on l’a vu par l’égalité (14), une méme fonction elliptique 
admet a la fois les deux muluiplicateurs ¢ el 1-—e¢ et, pour tous 
deux, le nombre N n’a qu’une seule valeur. On peut donc former 
’équation tout aussi bien en se servant du second multiplicateur 
et lon recqnnaitra qu’il y a simplement échange entre e’ ete”. Par 
le changement de ¢ en 1-~¢, c’est-a-dire par le changement du 


signe de i\/23, la racine ¢ se change en — J; il en est de méme 
pour les autres racines. Cette circonstance exige la forme (33) de 
P’équation cherchée. 

Pour une méme fonction singuliére, les deux multiplicateurs 
conjugués, ¢ et —e¢ dans le cas de l’ordre proprement primitif, 
= et —{1—¢) dans l’autre cas, coexistent toujours. Ce fait géné- 
ral, conséquence de légalité (14), explique, de nouveau, pour- 
quoi deux formes opposées, comme (4, 1, 6) et (4, —1, 6), don- 
nent lieu a des invariants conjugués, avec cette conséquence, 
bien connue, que les invariants réels proviennent des formes am- 
bigués, comme (2, 1, 12), c’est-a-dire des formes proprement 
équivalentes a leurs opposées. 

Une derniére observation avant de calculer notre équation. Si 
Ton ne sayait déja, par la théorie des formes, que l’ordre impro- 
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prement primitif contient, en tout, trois classes pour le détermi- 
nant — 23, le degré3 de l’équation nous le ferait connaitre. I] est 
évident, en effet, que, s'il existait d’autres classes, le méme calcul 
s’y appliquerait, entratnant seulement quelque permutation dans 
les accents de e, e’, e’. Ces classes fourniraient donc nécessaire- 
ment des racines de la méme équation. 


Développement de la résolvante. 


Dans le développement de l’équation (32), j’utiliserai la forme 
démontrée (33), non pour abréger le calcul, mais seulement pour 
le controler. Soit U le premier membre 


U = A(B— A?— 9ee") + e'(3B—2A 


Pe) 
| 
iw] 
X 
X 
| 
iw 
Su 
w 


ou l’on prendra 


V=iV23(at+ Bt) +726. 


On doit s’attendre a ce que U différe de V par un facteur com- 


plexe et ay 223; et chercher 4 mettre ce facteur en évidence. 
Au lieu de développer complétement U, il est préférable de 
calculer séparément U pour des valeurs particuliéres de ¢. 
Votes | 


2) 
En se servant de la relation 


/ = 1 tte os 
€ S32 O68 === Sy Sy I. 


e#_sre2?+ 36 =0 


ona 
B=— (112? 12), A=”, 
23,3.5AB = 1124+ 12¢2= — 109 6?-~ 22.32.11, 
26 AS — —. 26 SS lige? = OAs Bait, 
22ee"A= 2 i 62, 


Désignant par U, la valeur de U correspondante, on trouve ainsi 
Dba Wein il (eee ee |). t—i, 


at ae ae "! ¢ ; 
Q° (== == CSS > 62 ==6. sp 4, AS = 
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Le calcul est extrémement simple. Désignant par U' la valeur 
de U, je trouve 


Dod.0.U, 2761 (O-— ae"), t=—+t. 


J’en conclus 


96.3.5 a > x. aaa 

= oti Uthe 3( 36 4-58) =3 (19 + 5iV/23), 

eh : 

Down — 7 Or Wasi me 
—— (U, — U,) = 36+ tye? = 47/0317 + 5/23). 
7. 


En posant 
(38) 210.3,5U = (174+ 5iy/23) V, 


jai, de lasorte, V, et V, désignant les valeurs de V pour ¢ = + et 


ae 1 
a 
( Wise Wa Dep Singlo its 
(39) ; 1. 
} Wi Ni = DESO 3%c 
3° Calcul du terme en t®?. — Pour ce calcul, on doit prendre 


=—t, EQS 4t?. 
Voici le calcul : 


22A = (2—2e?)t, 2.9.0 BS — (27) + Tre*)it4, 
22(A + 3e') = (14 — 2? )0, 
22(A + 2e') = (10 —e?)t, 
3% A2 = — (32 + 15¢?) 72, 
22.3.5 B(A + 3e’) =— (32.43 + 22.312?) 23, 


— 98 A2(A + 26’) = (2?.5.43 +- 2832) 2, 


ono Ou 7aG (OO erie? ie? —— 22 23 (17 + 5 i283) 03. 


Suivant la notation (38), voici done le terme en ¢? dans V: 
V =23.7.191 V23t3-+.... 
4° Caleul du terme indépendant de t. — On doit prendre 


! ” 


e=e'=—h, Peary i 


2A =—2—e?, 23,5B = —17 —I1€?. 
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On trouve alors 


23(A + 3e') =— 14 —2?, 

23(A + 2e') = — 10 — 2, 

DUNS =— 32 — 722, 
23.5 B(A + 3e') = — 79 + 5222, 


29 A2(A +96") = 22.17 + 5 


aree"N = 2 =, 


Le dernier terme de V est ainsi — 33. p 
Le premier et le dernier terme ont bien la forme prévue; de 

P I 
plus, suivant (39), les deux valeurs V, et V, qui correspondent a 


¢== + } sont conjuguées. En conséquence, V a la forme 


(ee) 


V = 71/23 (23.190— 28¢) +0272 


et les égalités (39) donnent 


L’équation cherchée est donc enfin 


(40) V(t) =0 =7t/23(23.19t8— 2.32.7) + 3(22.31702— 32). 


Les trois multiplications par $(1+ /— 23). 


Pour résoudre l’équation (40), le changement d’inconnue, qui 
s'offre d’abord, est indiqué par Pégalité 


(41) 2/23 t = iz, 

par ot. ’équation devient 

(42) 7.192%— 31722+ 72.934 — 23 =o. 
Pour la réduire a trois termes, on posera 


(43) 


SDE S97. 


wy J So 


ce qui méne a |’équation finale 


(44) 23 0) — 3508 G— 17, 2D) 10: 
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Comme on le verra plus loin, il y a des raisons de savoir d’avance 
que la racine carrée du discriminant de l’équation doit contenir 


éy/23 comme seule irrationnalité. Il en est bien ainsi; car, R étant 
le discriminant, on a, pour l’équation (44), 


Fb DB) Deng). = HQ, 

36.52 Z 33.5 

eS a 

2D 23.09/23 

Soient 
= 3/7 i a ~ 3/9 . FF ea = 
(45) g= 4/2937 23 + - 373, a £9323 — —3V3 
2 2 2 2 


des racines cubiques prises dans le sens arithmétique et pour les- 


quelles ona 


EM). 


La racine réelle de (44) est 


Les deux autres 2, et x, s’en déduisent comme on sait : pour la 
premiére, onremplace g et h par 4g et §?h; pour lautre, par 4? ¢ 
et Gh, et 4 est une des racines cubiques imaginaires de l’unité. 
Afin que les indices 1 et 2 correspondent a ceux qui ont été 
adoptés plus haut, pour ¢, il y aura lieu de préciser 9. Je le ferai 
plus loin, et, dans les formules ci-aprés, je suppose, par avance, le 
résultat. 

En posant donc 


/ 


pYBLalg +h) =. | 
(46) ‘ 929/93 + 25/08 SEND aren §= 


iv3 


—I-+ 


2, 


| 924/93 +- 25(022+0h) =e, 


on pourra exprimer, par une méme formule, chaque racine ¢ en 
fonction de la quantité correspondante c. Les quantités e, e’, e", 
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dont l’une est arbitraire et dont la somme est nulle, sont déter- 
minées par la condition 


e’— e” gt 
2e MG 


En vertu de VPhomogénéité, le choix arbitraire de e est indiffé- 
rent. Je prendrai donc 


(47) C= 2.6, e'=gi—c, e"=— gic, 


pour le cas de l’égalité (20), ou, en d’autres termes, pour la forme 
(2,1,12); puis, en permutant les accents comme il a été expliqué 
et comme le rappellent les égalités (35) et (37), on aura 


/ ' ” = . 
(48) Cy = 2.645 €, = 9U— Cy, Gy == == Os = Chy 


dans ie cas de légalité (34), correspondant a la forme (4,1, 6); 
puis enfin 


" 


(49) Cy = Deo, €3 = 9E— Co, 6, = — 9i— Cp, 


pour le cas de Pégalité (36), correspondant ala forme (4, —1, 6). 

Ces permutations des accents se rapportent seulement a la dé- 
signation arbitrairement uniforme des périodes dans les trois cas. 
Elle disparait dans l’expression des invariants, que voici : 


&2= 27.3(c?-— 33), £3 = 23 c(c?+ 3+), 
A= g3— 27 g? = — 28. 38(c2- 32)25 
es &4 == jis 


= = = — 96 
37(c2— 38s GR(a2E SHE «SBCA BAR 


Je vais, dés maintenant, fixer le signe de la partie imaginaire 
dans 9. On verra, plus loin, un moyen purement algébrique pour 
cet objet. Quant a présent, je vais employer les séries S, formées 


77)’ 


uniformément avec la quantitég=e ® . En posant donc 


Gg =e Qe gia et Ot ge are FO, 
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Prenons la formule (ot les fonctions S ont l’argument zéro) 


coe" S,\+4 Bats (fate oN 
é = (3) =o'g(2=4 ge+ yo 


Jo LS DOl A= WGP ai o0 


pour l’un ou autre des deux derniers cas. Comme Q est inférieur 
a e~™ = 0,04..., les signes de la partie réelle et de la partie ima- 
ginaire sont définis par le terme 2‘g du second membre 

' iv 


r 
e, — -— 


tote 1 Q4...=237a(1—1)Q+.... 


Il n’y a aucune utilité a considérer l’égalité analogue avec les 
indices 2; elle fournirait, de part et d’autre, les quantités con- 
juguées des précédentes. 

Suivant les expressions (48), il vient, en supposant c, = 4+ 18, 

_ sey — Ot 1 1 I 


8 Ri) = = =— }~ — Sse 
v2( oe 187 ay 6 6.” 


d’ou résulte que 2 est positif. Mais, d’aprés (46), ona 


iB = 2*(0—02)(g —h). 


Comme (g — h) est positif (45), il faut effectivement choisir 4, 
ainsi que je l’ai fait plus haut. 


Transformations du troisiéme ordre. 


Nous possédons, dés a présent, la pleine connaissance de tous 
les éléments pour les trois fonctions elliptiques singuliéres; car 
les six quantilés a, b, a,, b,, dz, b, sont explicitement fournies 
par les équations (30) et (31a). Nous pouvons en déduire six 
autres, jouant le rédle analogue a l’égard du multiplicateur con- 
jugué. Comme on le voit par les équations générales (3) et (12), 


ot Von prendra k = — j, k'=$, ces quantilés sont les suivantes 
id 
w + ow’ ; Wy, + 2.09), ; w', \ 
= je ar aes ep = > bers 3 + 2) 


et les a ont les arguments doubles. Les formules ci-dessus mon- 
Ul. 19 
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trent suffisamment que le changement du signe de z change a et 
bend et b', a, et b, en a, et b,, ay et by ena, et O,. 

Les six quantités b, b', b,, 6, bz, 6, servent de base a des 
transformations du sixiéme ordre, deux pour chaque fonction 
elliptique, et ces transformations changent la fonction en elle- 
méme. 

Les quantités a, a’, ... peuvent servir de base a des transforma- 
tions du troisiéme ordre. Ces derniéres échangent les fonctions 
les unes dans les autres, comme je vais le montrer. 

Désignant par p un facteur inconnu, posons 


ow’ = 32, ew =— w5. 
Les relations (11) 
20' + w 12 -b w’ = 
= = = = U De) 
w ww’ v 


se changent en les suivantes 


60.— w, { Wy — Wo ye 
— = 2 = i923; 


Ww 5 Wo 


d’ou Von voit que le facteur 9 peut étre choisi effectivement de 
maniére a altribuer la méme signification que précédemment aux 
lettres wy et w,. J’ai ici une transformation de troisiéme ordre, 
qui se figure par la relation 


e2pe(pu)=pu+p uP) ap ae = hee 
PY P2\f 3 3 £ 


En prenant successivement uv = w', w, w", j’obtiens 
p2en =e’ + 2(6—a), 
sas 20! 
Pp", =e + 2p ie aie — 2a, 
w! 
ee He! ap(o— 5) —24 


et lon remarquera, en passant, que, par addition de ces trois 
égalités, se prouve, derechef, la relation (29a). De la, suivant les 
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égalités (30) et (31), je conclus 


ey = e'’ —2A =— here’, 
P é — e')(e —e") 
e2e, =3e —2a- ( , 
a—e 
T 
; ée—e')\(e—e 
o2e5 = e'+2¢ 2a- x ) 
be 
fs YW 
j ; : e—e')\(e—e’)\(b—a) 
62(€,—¢€,)= e es a ! 
(a@—e)(b—e) 


et cette dermére, comme on l’a vu plus haut, se change ainsi 


9 ! tos Y (e—e")A ” Qa ONE IN 
WA(G5 = 2) ) SCG a2 ® = 7 =e @ ) : 
a+b--e 


a+b—e' 
Remettant, pour A, son expression (31), j’ai enfin 


eC» e"(a+b+oe+122e") 


Ge, |) alee a bee) 


C’est la une formule qui donne la quantité cy en fonction ration- 
nelle de c, avec adjonction de ¢, bien entendu. Disons, pour 


(Cc). 


Par un calcul tout pareil, en posant successivement 


abréger, que nous avons trouvé C2) = 


PO, =o), 010; =—w —a, 


t 1 t ' 
P2W, = WW, + 204, P2 Wg = — W;, - Wy, 


on trouve aussi ¢ = 9(¢,), cy = 0(C2). En changeant le signe de ¢, 
on aurait les analogues 


Cc, = (ce), c=¥(c2), Co = Y(c;). 


Ces formules traduisent le caractere abélien, qui appartient, 
comme on le sait, a toutes les équations dont dépendent les fonc- 
tions ellipuques a multiplication complexe. Elles donnent la raison 
a priort de ce fait que le discriminant de l’équation est un carré, 
sauf le facteur — 23. 


Transformations du second ordre. 


Je vais maintenant examiner, pour une quelconque des trois 
fonctions singuliéres, les trois transformations du second ordre : 
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de ces transformations, il y en a deux qui échangent Jes fonctions 
précédentes, tandis que l’autre transformation conduit a une 
fonction nouvelle, correspondant a Vordre proprement pri- 
mitif. Les six transformations, qui échangent les fonctions précé- 
dentes, sont naturellement inverses, deux a deux. Elles se distin- 
guent, dans les formules ci-aprés, par l’emploi de la lettre ¢ pour 
les coefficients de proportionnalité, et cette lettre, avec ou sans 
accent, pourvue d’un méme indice, se rapporte aux deux trans- 
formations inverses. Pour les trois autres transformations, le 
coefficient de proportionnalité est dénoté par la lettre z, et les élé- 
ments des nouvelles fonctions sont indiqués par des majuscules. 


Voici les formules : 


To W = Wy, Oy =) VO. 
ey) =i) gw! = 205 — Wa, 
Oy 3 GK cw = QD'— Q; 
GW, = W2— WwW), ou), = Wet, 
o, Wy = 20), Gy DY, = UY 
a pine 2 
(50 f 
\ - =f) a u Ove 
Ty Oy = S415 Uy Wy = 28245 
J, W. = 20), g,0, =o’ +, 
ow, = W, +), gw, =—W,+ 0). 
TW. =— Wy, == OOH? 
i Je / 
oo ==, 7 = 525, — 2 


Les trois nouvelles fonctions correspondent aux trois formes ré- 


duites (i; 0,09) eto, 


Je considére la premiére de ces transformations. Elle est waduite 
par Pégalité 

3 pPi(2u) =pu+p(u—w')—pw’, 
Vot Pon déduit, en prenant successivement, pour uw, les valeurs 
w, 40, $0’ +o, 
ee =et+e’—e'=—2¢, 
Nel Ree ESC. 


ofe = e'=2V(e'— e)(e— &"), 
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ce qui méne a la relation bien connue 


/( ee) ( ie e e" =e e’ 
(51) = adam 
e ey 


La seconde transformation donne, de méme, 


ie Vie"— é\(e"— €) - Ce, 
=i i = ners 


é : (2) 


Introduisant les racines ¢, ¢,, t2, d’aprés (21), (35) et (37), on a 

ainsi 

iL ae ae eae = 

| 4 Vt(2t—3) 324 
I— 2t 1 ea 


| KVi@tssy 3-2 3% 
iets = Dues 


Les quatre autres transformations analogues conduisent a des 
formules que lon déduit aussi de ces derniéres par la permutation 
circulaire des indices. 

J'ai annoncé un moyen, purement algébrique, de distinguer 
celle des deux racines cubiques de l’unité qu’il faut désigner, dans 
Jes formules ci-dessus, par 9. Le voici. Tout d’abord, substituant, 
ala place de x, dans le premier membre (44), successivement 

49 


les deux nombres 3 et 72, on trouve, pour résultats, —17 et 


aS La racine réelle x est ainsi connue, a moins de & 


prés, et l’on yoit que ¢ est compris entre 145 (23 etl aa /23. 
Prenons l’égalité (51) qui donne 


V-= 6i(6 = 31) 
COU 


ee 
e+ ge 


Vu la grandeur de c, les quantités ¢ — 37 et ¢ — gt peuvent ici 
étre remplacées, pour fixer les signes, par c lui-méme; et l’on a 
sensiblement 


O— 3t- i. 2 A 
(3) Ot ee a/20 0) 
Si lon pose c2 = 2+ 78, on a (46) 


a = 72/23 — 24(¢ +h) = 23 (72 2*@), 
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quanuité positive, x étant inférieur a (2. Par conséquent, dans 


¢—3t a+i(B—3)  a2+ 02?--27+ 68 —1274 
— a ’ 


A++gt a+iuP+9) arr (09)? 


Ja partie imaginaire est négative, d’ot on yoit déja qu'il faut 
prendre le signe plus devant le second membre (53). On doit done 
ayoir 


22+ 8297+ 68 >0. 
v ; fol ge 
Or, en remplacant ¢ par 2 : dans l’équation (40), on trouve 
] lame 
CCiCr—=132. 7 alQiV ar 


D’aprés la grandeur de c, il en résulte c,c, < 3, ¢ est-a-dire 


a+ 6297 <0. 
En conséquence, 6 est positif. C’est a quoi j’étais parvenu pré- 
cédemment, pour en déduire la détermination précise de 4. 
Ainsi qu’on l’a vu par les twansformations du troisiéme ordre, 
t, el ty s’expriment rationnellement en fonction de ¢, sauf adjonc- 


z agi) 2e Se A = 
tion de ¢. Les deux quantités = peuvent done étre expri- 


mées de la méme maniére; c’est ce que je vais chercher a faire. 
Soient 


Ese cee (oS aaa 
i —- 5 i ———— ‘Sor ee 
; l res) 2 \/ ee 


ces racines carrées élant prises avec les signes que leur attribuent 
la premiére égalité (52) et ses analogues. Recourant a Péqua- 
tion (40), dont ¢, ¢;, ¢, sont les racines, jai 


(54) (GSisipSone— 


D’ailleurs, par Végalité (52), 
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et ses analogues, multipliées membre 4 membre, j’ai aussi 


3)y(4 
Sen tT iG aBEC ae 
8 V(o)V(—3) 
par conséquent, 
Th ee 
SHO = ae ( 2) 
Va) 


_ Les équations (39) nous offrent, calculées déja sous la dénomi- 
nation de V, et V/, les quantités V(+ +), savoir 


Une vérification s’offre naturellement par le calcul direct de 


V (3) qui, Vaprés (54), donne 
($81 8)2 = — 23(79 + 3.76/23) = 2*(7 — 37 /23)?. 


De la méme égalité (52) je tire encore le résultat suivant 


ape I xs 4 a VE) 
2) roe ood eee ow 


ott V’ désigne la dérivée de V, et oi: le signe sommatoire s’applique 
aux trois racines. Par un calcul direct, on a 


VW’ (2) = 22.32(317 + 52.78 /23), 


quanuté qui doit étre divisée par V(3). Le calcul précédent a donné 
V (3) sous la forme 


33 * 4 919,33 
VC Doce EMIS I en ere nce 
() = NES) (3 —i/23)4 


La division s’effectue donc de la maniére la plus simple, en 
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multipliant successivement par 3 — 7/23, 


( 3174+ 52.71/93) (3 —i/93) = ok ( 311+ 132/23), 
( 3114+ 1307/23 Ge 2*(7.11—177 23), 
oS 
)( 


Coe oh 
( 5+ 28t/23 Swe 107 + 71/23 ; 


VAC ted Seer 
V@) se 10? u 7t/23), 
VC ae ey. os 

3 are Se 5=-= t 23) 


D’aprés l’expression de s, on a, d’autre part, 


SDE st f 


st 358 


J’ai donc ce résultat, que j’avais en vue d’obtenir, 


yi : Hae Beye): 


Soit maintenant 
(56) s§ — Ns2+ Ms — 92(7 — 32/23) = 0 


P’équation dont s, s,, s, sont les racines. La précédente relation 
donne 
(57) gee Le ed Cee 

7—31¥23 2 
Ce sont ces deux coefficients M et N dont la détermination four- 
nira l’expression, que je cherche, de s en fonction rationnelle 
de ¢. On peut urer encore de l’égalité (52) deux autres équations 
du premier degré entre M et N par le moyen suivant. Elle donne 
immédiatement 


D’ailleurs, 


st Ss 3 I I 
ee a ee es) 
1— at S?+ 4 2 $+ 21 S—2U 
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En désignant par F(s) le premier membre (56), on a, de la sorte, 


I va 
3 Vi 


Him) 5 Pe) at 
F(2t) ~ F(—at)” 2 


1 
T 


ie 
) 


nme pla 


Pour revenir de l’équation (56) 4 ’équation en ¢, il faut chasser 
Virratonnelle s. On a donc identiquement 


(58) F(s) F(—s) = A V(t), 


ott ) est un facteur constant, s et ¢ étant deux variables liées par 
la relation 


En différentiant, je conclus 


(2 — s?)2 | F'(s) a leone i WE) 3 
6s Eis) bis) BV(Zy 
puis, en prenant s = 2/, 
Pad) P(->i) FV) _,, 
Peat) 2 P (E37 )e 3 Vike 
. F(#2i) ree 
La connaissance des deux quantilés eae) procure les deux 


équations du premier degré dont jai parlé. Me contentant d’avoir 


indiqué ce moyen, je yais en employer un autre, encore fondé sur 
3 


ta relation (58). Substituant dans V(¢) l’expression ¢ = ——,> 
Dirt So 


on a l’équation 
s®— 9.3s'— 23,.15782-+ 28.79 — 2.77 /23(75'— 22.75? — 24.3) =0, 
dont le premier membre doit reproduire 
-- F(s) F(— s) = s2(s?+ MY2—[Ns*+ 22(7 — 32/23)’. 
De 1a deux équations 
(59) 2M — N2=— 2(3+ 727/23), 


( M2— 23(7 — 31/23) N =— 93(157 — 724/23 


(60) =~ 22(7 —36/23)(5.7 + 1/28). 
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Intre cette derniére et l’équation (57) éliminant N, j’obtiens 
M2+ 8M = 93.37 /23(7 — 37/23), 
équation du second degré donnant les deux racines 
M =— 4+ 2(3.7 +7123). 


Une seule convient, que l’on distingue immédiatement comme 
devant, par l’équation (59), fournir, pour N?, un carré parfait. 
On trouve ainsi 

M=2(ig9+iV23), N=17-+31y23, 


F(s)= s?—1752-+ 2.198 — 22.7 — i 723 (352?— 25 —22.3): 


tel est le premier membre de l’équation cherchée. 
Si, de méme, on pose 


ces quantités sontles racines de |’équation ®(s’)= 0, dont Je pre- 
mier membre est conjugué du précédent, 


9 o/2 


(s')= 5 — 175% 9. 19.5’ — 07.7 1 23 (3S — 9.5’ 92,3), 


Par la sont exprimés, comme on le voulait, s et s’en fonction de ¢. 
On a, en effet, 


Ns?+ 92(7—31 9/23) 
, 


6 — 
= x s?—- M 


Le ee 2t—3, ; 
égalité ot ’on mettra, au second membre, i la place de s?. 


: es 2t+3., 
Pour s’, on prendra la relation analogue ot l’on mettra -—— a lz 


place de s’?. 

C’est en vue d’effectuer complétement les trois derniéres trans- 
formations du second ordre que j’ai calculé F et ®. J’arrive a ces 
transformations. 


Les trois fonctions de ordre proprement primitif. 


Aux périodes 2, 2Q', définies par les relations (50), 


CW 9,0), tw’ = Q'— Q, 
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correspond une nouvelle fonction Pw, dont je dénote les éléments 
par des lettres majuscules. La transformation conduit, par le 
méme calcul que plus haut, a la relation suivante, analogue de 
Pégalité (51), 


a, V(e—e)(e—e") | E—E’ 


is e yi” 
Le premier membre est, en valeur absolue, égal a 
(S=BHTT2, 


quantité réelle, puisque ¢ est purement imaginaire. D’aprés la na- 
ture de la fonction P, dont les invariants doivent étre réels et le 
discriminant positif, les trois quantités E, E”, E’ doivent étre 
réelles, rangées ainsi en ordre décroissant; de plus, le rapport 
QO’; 7Q étant supérieur a lunité, E” est négatif, et l’on aura 
E — FE’ ———— ; 
(62) er = Va USS 
le signe est ainsi choisi, parce que s et s’ sont des quantités con- 
juguées, comme il résulte du calcul précédent, et que ct est réel 
et négatif. 
Ayant obtenu s et s’ en fonction rationnelle de ¢, nous avons 

donc, sous la méme forme, les éléments nouveaux. Mais il faut 
réduire leur expression a la forme la plus simple, et, pour ce but, 
je vais exprimer ¢ss’ par une fraction du premier degré. Soit 

en: 

§S == = 

G 

la fraction cherchée. Ayant mis la relation (61) et son analogue 


sous la forme 

5 s/ 
= = at) 
0% T 


on conclura que Pégalité 


ess! 
hee 


10) 


a lieu en vertu de ’équation V = o. Le premier membre est donc 
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Pine : : KV : 
divisible par V, et doit avoir la forme TTC’ De la, 


% tSS’'G—KV _ 
(63) eae sey 


ce qui doit étre une identité. Il s’agit donc de trouver les deux 
polynémes du premier degré G et K par la condition que le nu- 
mérateur soit seulement du troisiéme degré au lieu du quatri¢me, 
qu'il soit en outre divisible par TT’. Le quotient, du premier de- 
gré, sera le bindme H. 

En substituant dans l’égalité (61), on a d’abord 


Ss = t[Ns?+ 22(7 —3i/23)| = 2.31¢— 3.17 — 3(2t + 3)iy/23, 
T = t(s?+ M) = 23.5t —3 + 24t 23, 

Ses 0.81 ia dei ot — 3 38 

Tipe o8e5 ha SF 0105, 

V = (2t —3)T?2— ¢82=--(2¢+3)T?+ ¢8?. 


Pour == o> on a ainst 


V=— t8?; 
on doit done avoir 
- (64) S'G-=- KS =o (diy. T) 
et, semblablement, 
(65) SG—KS=0 (div. T’); 


Au moyen des égalités 
Pat uo r 
(22.5 — i/23)T -- 602.5 + 7/93) T’ = — 93.3.5, 
on peut exprimer S et S’, sous forme linéaire et homogéne, en T 
et T’; on trouve ainsi 
Seo P(r 2 o3)T 5 Geni o3 ar 
Si —9( 6 7/08) T+ (11 7/98) TO 


Par la, les deux conditions (64) et (65) deviennent 


(1-7 /23)G —2(3 +223) K =o (alin “W)), 
(11+ ¢/23)G +2(3—1/23)K=:0 (div. T’). 
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Si done on pose 
GaayTsay' | Kec Toe kT, 


on obtient les conditions 


(ai i /23)y'—2(3 +iV23)k = 
(11+ 6/23) y + (3 —i/23)k =0 


En exprimant enfin que le terme du quatriéme degré disparait 
dans le numérateur (63), on trouve la derniére équation 


23.73 [(20 + iy/23)y + (20 — iV¥23)y' | 
=: 7.19723 [(20-+ éV/23) k + (90 — i /23)k' |. 


Les équations précédentes fournissent 


25k’ = (5 —7iy/23)y’, odk =— (5+ 7/03). 
Substituant dans la derniére et prenant arbitrairement un cceffi- 
cient de proportionnalité, je trouve 

=1(3.11 + 52/23), “== £(— 3 t+ 57/23 ), 

a — 214/23), ki == 2(5 + 2/23); 
Wout résulte 
Gi — 3? 11= 3:721910 y 23, 
K = 23(2.53t + 3i//23). 
Il reste a trouver H. A cet effet, je prends ¢= 3, ce qui donne 


Vice 08%. 
et, par conséquent, 


TT H =28(S'G + SK). 


Pour t = 3, nous avons 


S =2.3(7 — 379/23), = oh, 32 
K = 23.3(73 +i /23), 

C= 3(—3.11-+ 9.197 23), 
S’G + SK = 2#.32(481-+11.176/23). 
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D’autre part, 


Tess (cg abaya as Seay antes (aay 
T’ = 3(o1— 1/03) = 3(5— 37/23) B+ 7 93), 


| 
a a 


TT=—~ (114-58 7/23)(3 PU 5S), 
URS espn oe a ee ae 


Il vient done 
(i = 5i/23)H = 2. 32( 481 +11.177 723 ) 
ou finalement 


H = 99332(9.11—i/93) (t= 2). 


Le changement du- signe de ¢ et de 23 laisse inaltérés V et G, 
change K en — K, échange T et —'T’, ainsi que S et —S’; ce 
changement a donc pour effet de reproduire H, changé de signe. 
On a donc aussi 


H =— 293.32(7.11-+ 7/23) (t == 3). 
Par conséquent, pour é quelconque, 
H = 23.3(2.7.11¢ — 37/23). 
Comme verification de ce calcul, prenons ¢ = 0, ce qui donne 


— KV = 93.347 23, | p 


— 0. 
TT’H = 03.3% 23, | 
J’ai done la formule cherchée, savoir 
eure He. 93.3(2.7.11t — 3i/23) 
G 32.1147) Ng thy 95 


U : 
Mettant ¢ = 2, on la change en la suivante : 


(66) feria 28 (0/93 — 3.9.11) 0 
Ire + 7.19/23 
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Remplagant enfin ¢ par son expression (46), j’en déduis, sui- 
vant (62), 


a3 eee 4+(g+h)jy¥23 
(G7) SE" = = Eating 
Fy a1723 +11(¢ +h) 


Prenant arbitrairement un coefficient de proportion, je poserai 
donc 
, B= 9103 = 39 (87/23 +11) (e + fh), 
(68) {Hl 2291 33.39 — (8/23 — 11) (¢ = AD, 
, EY == 45/55 — 902-4 fh). 


Pour les deux autres fonctions P, et P,, les formules seront 
analogues, g +h étant remplacé par 4g + 42h ou Vo + Oh. Par 
les égalités (50), il est manifeste que, dans ces formules, E” est 
remplacé par E', ou E\. Mais il reste 4 savoir dans quel ordre E 
et E’ sont remplacés par E, et E’, ou Ey et E}. Pour ce but, suppo- 
sant, dans le second membre (67), ¢ + remplacé par 4g + 0h, 
multiplions les deux termes par le conjugué du dénominateur, ce 
qui donne 


[4 +(0¢+ 02h) /23 | [ox V2.3 + 11(02 2+ 0h)]. 
La partie imaginaire de ce produit est 


x 


(21.23 — 4.11) (g—h) —_; 


le coefficient de z est positif. L’échange de E — E’ en +(E,— E') 
doit donc étre fait de manieére que, dans 


" 
= Epa 
= ion ly Sey 

Ky 


la partie imaginaire soit positive. En employant les sérics 3, on 
trouve, pour la partie principale, 


ei 16 
Ky 


bi _in my Oy pen /35 
= 3 é CoN ag) ee, 5 


les autres termes sont sans influence sur le signe de la partie ima- 
4 . . . YW e : nt 
ginaire : c’est le signe plus. C’est donc E, qui remplace EK. Quant 
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a la fonction P,, ses éléments sont conjugués des précédents. 
Ainsi, en passant aux fonctions P, ou P,, on doit, dans les for- 
mules (68), remplacer g +h par 9g + 0?h ou par (29 + 0h et, 
en méme temps E, E’, E” par E|, E,, E, ou par Ej, Ee, E,. 

Ainsi est pleinement achevée la solution du probléme proposé. 


Comparaison avec les résultats antérieurs. 


Soit posé 


: Oo (68 (ere 5 oe 
(69 ) ) a (e’— e’ 2 aay 1622 iM 


Prenons V(t) V(-— ¢), puis remplacons ¢? par son expression en 
yy savoir 
9 [ 


| SSeS 


41+ 4y 


Nous obtenons ainsi, pour y, l’équation 


AY + DY — 79) 7? 2307y¥ — 3) = 0, 


qui, étant développée, se réduit a 


a ea x) ae 
(=) + 853 (25 2 (2) 10% 


(Pest ’équation donnée, par le R. P. Joubert, dans les Comptes 
rendus de 1860 (1% semestre, p. g12). Sa résolution suffit, bien 
entendu, pour définir explicitementles fonctions cherchées, puisque 
Pinvariant absolu est rationnel en ¢?. D’une maniére générale, 


pour toute fonction elliptique, ona 


2=22.3(1+ y)(1+ 4/7), 
(70) { Ps 


a2 24 (Yo) a ys, 
Desay e se MiP. 


ar 
5 
& 
hs 
en désignant par g un coefficient @homogénéité, dont l’expres- 
sion esl 

Oe Anau ge 


id aa Gonee! ss (eo— ee 
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Ce coefficient 9 peut étre pris ad libitum; aussi les invariants 
sont-ils définis par la seule quantuté vy, ou par 2?. Mais, pour 
avoir les quantités e, e’, e”, sans nouvelle irrationnelle, il faut 
connaitre ¢. 

Semblablement, a l’égard des trois fonctions répondant a l’ordre 
proprement primitif, la connaissance de y suffit aussi pour dé- 
finir les invariants. Effectivement, en prenant la transformation 
du second ordre qui fait passer de p a P, ainsi que la transfor- 
nyvation inverse, on a les deux relations 


_,W(e—ej(e—e”) _ E—F’ 4. VEE) (BE) oe’ —e" 
2 = roa) = 2 5 7 
é 1D 10) e 


elt, en posant encore 


_  {E”—FE)(E’— PF’) 
Y es ait) MPL a.) 
(E -- KE’)? 


on en déduit la relation, bien connue, 
LOWalea=ile 


Prenant maintenant les formules (70) y’ mettant des lettres 


majuscules, au lieu de g», 93, V¥,---, puis remplagant Y par 
I . : 

—— et Vv par son expression en fonction de c?, on trouve 

Oe 


2 G, = SICAGE ae ae 
3 G, as c(8e? Ser s 
MA = 3 (e849); 


le coefficient 4 a expression sulvanle 
81 Ie” 


i= “se 
(eh = B) (He By 


LI. 13 
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I. 


Parties aliquotes de périodes; leur répartition en groupes, quand le diviseur 
est un nombre premier. 


Dans ce qui va suivre, les arguments seront toujours envisagés 
a des périodes pres : deux arguments, quand ils different entre 
eux par une période, seront done considérés comme un seul et 
méme argument. 

Par la notation m@, on désignera une n™? partie de période 
effective; cest-a-dire que nw, est une période et qu'il n’existe 
pas, en méme temps, un autre enter m, inférieur a n, rendant 
mv, 6gal A une période. Quand n est un nombre premier, cette 
derniére restriction est superflue. 

Dans ce paragraphe, nous supposerons nz un nombre premier. 

Les arguments @, sont compris dans la formule générale 


if t 
2pw— PAY IEG) 
() pe es 


=(P»P)s 


nv 


ot lon doit mettre pour p et p! les enuers depuis zéro jusqu’a 
nm —1, en exceptant la combinaison p=o, p'=o. Le nombre 
des arguinents ,, est donc n?—1; leur somme est une période 


GS Py. : 
OD 5S (2 + 200’). 
2 


Le produit de , par um des entiers 1,5, ...(7—-1) est 


encore un argument «,. Prenant done l'un quelconque des argu- 
ments (,, on peut former, avec lui, le groupe (,) composé des 
arguments 

Vi QAO OV. 8 any ICT 


Si Pon avait pris, au lieu de m,, Pun quelconque mr, des ar- 
guments du groupe, on retrouverait ce méme groupe; car les 
nombres m, 2m, ...,(j—1)m reproduisent 1, 9,-2.9 =a 


des multiples pres de zn. 
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Soit maintenant «,, un autre argument étranger a ce groupe ; 
on formera, avec lui, un autre groupe «,, composé des argu- 


inents 
r iY , 5 
(nD es C=) eae: 


ce dernier est enticrement différent du précédent. En effet, comme 


r 


on l’a montré pour le précédent, il se conserve, si, au lieu de «’,, 


on prend pour le former un queleconque des arguments mv). Si 
donc un de ces arguments appartenait au premier groupe, tous les 
arguments appartiendraient aussi a ce groupe, ce qui est contre 
Vhypothése. 

En poursuivant de méme, on voit les n?—1 arguments (yy, se 
réparuir en groupes, dont chacun contient n —1 arguments. Le 
nombre de ces groupes est ainsi 2 +1. 

Au moyen de la formule (1), on peut faire aisément la distinc- 
tion des groupes. Pour avoir des résultats d’une forme générale, 
il convient d’admettre que les nombres p et p’ sont déterminés a 
des multiples prés de zn. 

Deux arguments (p, p’) et (7, 7’) appartenant au méme groupe 
sont caractérisés par la condition 


Com pr'—pr=o (modn). 


Cette égalité a effectivement lieu si l’on a pris et 7’ égaux a 
mp et mp'. Inversement, la congruence ayant lieu, soit 
] ]: ) § : ) 


(3) pr— pr=pn; 


on en conclut 


Pirin) —p'(r+yn)j)=n(p+ py'—p'y). 
On peut trouver y el v par Pégalité 


r ‘i ' jects . 
e. p” eae) YA Va Bh=O; 


car, si p et p’ ont un facteur commun, ce facteur, d’aprés (3), ap- 


partient aussi a uw. Cela étant, r+ yn et 7’ + y'n sont proporuion- 
nels a p et p’; ce quwil fallait prouver. 

Supposons maintenant un argument (7,7) qui n’appartienne 
pas au groupe de (p, p’), en sorte que la congruence (2) n’ait pas 
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lieu. On pourra trouver un entier m par la condition 
m(pr'— p'r) = (mod 7). 


ne : Ets: 
On voit donc qu’ilya, dans chaque groupe, un argument (7, 7”) 
caractérisé par la condition 


| 


(4) pr'—p'r=1 (modn). 


On peut donc figurer les divers groupes comme il suit par le 
premier argument de chacun d’eux, en supposant que r et 7’ con- 
stituent une des solutions de la congruence (4) : 


(9259 ere Caran Fi Cine OF ae oe 8 Pi Ae OY rey OF 


Dans cette figuration, le premier argument, dans chaque groupe 
5 fees 8 ’ ee ORG 
dépend essentiellement du choix de (p, p’). 

I] est permis, sans restricuon, de supposer p et p’ premiers 
entre eux ; car, en prenant pour y tous les entiers, on reproduit, 
au moyen des nombres p +n, tous les entiers, a des multiples 
prés de p’. Il existe donc des nombres p+ yn, premiers avec p’. 

Ayant ainsi choisi p et p’ premiers entre eux, on peut, au lieu 
de la congruence (4), prendre |’équation 

5 )) | 


(5) pr—pr=t 
pour définir le premier argument du groupe suivant. 
Soit posé maintenant 


po+pw'=s, 
7 Or ra, =O) 


(6) 


Les groupes sont ainsi figurés 
$ 8 


1G) GD, 1G) a.) 20) (EC) 26 a(n—1)6 


(7) ’ r) t ’ t 
nv rv Vu Vt /u Vv 7t Vt 


D’aprés (5) et (6), 20 et 20! forment une paire de périodes 
équivalentes 4 2w et 2w/, ou primitives. La figuration (7) des 
divers groupes est donc telle que le premier argument du premier 
groupe est un quelconque des n? —1 arguments sy,. Le second 
groupe est arbitraire aussi; mais le premier argument est déter- 


miné dans ce groupe. 
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Tous les autres groupes sont ensuite déterminés complétement, 
quant a leur ordre et quant 4 ordre des arguments dans chacun 
(eux. 

Dans cette figuration (7), on peut représenter le premier argu- 
ment de chaque groupe ainsi 


(8) (LsOQle WOoiy, AGW (Oy Se eee (Clare 


Le choix du couple de périodes 26, 26! influe seulement sur 
Pordre des groupes. 


Cas ou le diviseur est une puissance d’un nombre premier. 


Soit a un nombre premier et supposons n = a*, Pour que Wz, 
donné par la formule (1), soit une n*™* partie de période, il faut 
et il suffit que ’un, au moins, des nombres p et p! soit premier 
avec a. Le nombre des «, est donc 


Cela étant, le produit mw, sera de cette méme nature, si m 
nest pas divisible par a. En prenant m dans lasuite1,2,...n—1, 


il faut done excepter les nombres a, 2a, 3a, ... (a*'!'—1)a. 
I! reste done a*— 1 — (a*~!— 1) nombres m. Soit posé 
i \ 
= OIE, OD) = OP — OF == ip >) 
\ a, 


En raisonnant comme au paragraphe précédent, on voit se sé- 
parer les arguments , en groupes, dont chacun contient des 
arguments en nombre 9(7). Le nombre total des groupes est 
donc 


Deux arguments (psp) el a 1) appartenant au méme groupe 
sont encore caractérisés par la condition (2). La preuve est la 
-méme qu’au paragraphe précédent. Dans la démonstration, il faut 
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observer que, si p et p’ ont un facteur commun, ce facteur est 
premier avec nm par hypothése. Cette observation est nécessaire 
pour établir qu’un facteur commun 4a p et p! appartient aussi a p. 

Que l’on envisage ensuite les arguments (r, 7”) pour lesquels 
pr — rp! est premier avec 7, et l’on est conduit a la considération 
de n-+-1 groupes 


Gage (Ayr My (se fos 6 Ae IO Ny (PS Dida FED), 


Mais il en existe d’autres, car pr’ — rp! peut étre non divisible 
par 7, sans étre cependant premier avec n;"c’est ce qui arrive si 
pr’ —rp’ est divisible par a, ou a?, ... sans l’étre par a. 

Soit done pr’ — rp! divisible par a’, sans l’étre para On 
pourra déterminer m par la condition 


m(pr' — rp') =a (modat). 


Mais, tandis que précédemment il existait un seul nombre m 
(aux multiples prés de 7), il en existe maintenant plusieurs. Soit, 


en effet, 
m'(pr'—rp')=a’ (moda*) ; 


on en conclut 
(m —m’') (pr'-=rp')=o0 (moda*). 


Puisque pr’ — rp’ content le facteur a*, m — m’ est assujetti 
seulement acontenir le facteur a%~*; les diverses solutions sontdone 


m, m+at-k, m+aath, ..., m+(ak¥—1)at*. 


5 . A P 2 hy = a > / 
Ainsi, dans un méme groupe, il y a plusieurs arguments (7, 7”) 
caractérisés par la condition 


(9) pr'—rp'=a* (mod.n), 


et le nombre de ces arguments est égal a a‘. 

Si Pon prenait donc toutes les solutions (7, 7’) de la congruence 
(9), 4 des multiples prés de n, pour former autant de groupes, 
chaque groupe serait répété un nombre de fois égal a a*. Cher- 
chons a éviter cet écueil. Soient les deux arguments (74, 7’,) et 
(72, 7,), obtenus en posant 


rny=r-+vMp, m=rty p’. 
r2=7T + Vop, Pg = T'+ Yo pp’. 


FRAGMENTS DIVERS. 199 


Pour que ces deux arguments appartiennent a des groupes dif- 
férents, il faut et il suffit que 7,7, — ry7', ne soit pas divisible par 
ne Or ona 


Py 127 =(— V2) (pr — rp') = (v1 —v2)a* (mod n). 


Il est done nécessaire et suffisant de prendre les nombres 
v1, ¥2,--- a des multiples prés de a@%~*, par exemple dans la suite 
One fe ssa 18 

En outre, comme pr, — 7, p' = a*, on voit que, sir, est divisible 
par a, 7’, le sera également, et (7), 7',) ne sera pas un ni*™ de pé- 
riode effective. On doit donc exclure les valeurs de la suite pré- 
cédente, en nombre a**~', pour lesquels 7 + y, p serait divisible 
par a. 

Ainsi, pour chaque exposant & =1, 2, ..., % —1, ayant pris une 
solution (7", 7”) de la congruence (g), on aura les groupes distincts 
cl-aprés 
( y< Qtek 


(APs “so65 (PS Sa Peay e g 
\ Ps Ph (r-+ypzo (moda). 


Le nombre des groupes pour l’exposant f est ainsi a%* — a?*tt; 
pour l’ensemble des exposants /, ce sera 


(a%—-1— at?) + (at%?2— 4-3) 4+ (a — 1) = at-1— 1, 
En y joignant les groupes ci-dessus, en nombre a@%-- 1, on retrouve 
Y J@&ts 8 | ’ ) 
le nombre a%+ a%*! — T(n) des groupes, tel qu’on l’a vu précé- 
‘ 5 ? I 
demment. 


En rapportant les arguments aux deux périodes arbitraires 26 


et 26', on aura, outre les groupes (8), ceux-ci 
(ie GE) DIO Bon NONy a), 


oti A esl successivement égal 4 tous les nombres premiers avec a, 
inférieurs 4 a**. Ce sont donc les arguments 


216 20! 


} 


ae Gk 


oi A, premier avec a, est inférieur a a*~*. 
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Cas ou le diviseur est quelconque. 


Pour que #,, donné par la formule (1), soit une ni’™® partie de 
période, il faut et il suffit que p, p! et n aient pour plus grand 
commun diviseur l’unité. Un groupe est formé avec les produits 
d’un argument , par les nombres premiers a 7 et inférieurs a 7. 

Soit n décomposé en ses facteurs premiers, a, b,c, ... 


n=arbBey.... 
If 
Chaque fraction Poul peut étre décomposée ainsi : 
ie Gb 


= t aie 
n Qe bk cf ; 
, , ' 
Pa. eee Das 
n qn u bn! v cl! 2 


chacune des fractions partielles étant réduite a sa plus simple ex- 
pression. De cette maniére, sy, apparatt comme la somme de di- 
vers arguments 


2P1M  2pw'  2ApPoew — 2phw 
- & eae 1 Sac, 
Gi eee ber Te REE 


Pour que , soit une n*™? partie de période, il faut et il suffit 
que lun des exposants h, h’ soit égal a a, Pun des exposants fk, k’ 


égal a 8, .... Ainst ww, est la somme de divers arguments ,,, 
Wy) +++, Ny, Ng, ... étant des puissances de nombres premiers 
ny= aX, No = 68, Oe tO 


Prenons pour ¥,, le premier argument d’un groupe; pour (Wp, 
le premier argument d’un groupe, etc., cela de toutes les maniéres. 
Nous aurons ainsi des arguments «vy, appartenant a des groupes 
différents; car la condition 


pr—rp'=o0 (modn), 
se décompose en 
Pili —1pP;=o (modn,), 
P27, — 12 P= 9 (modny,), 
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dont une, au moins, n’a pas lieu d’aprés l’hypothése. D’aprés cela: 
1° Le nombre des groupes est 


Tin) =T(m)T(m)... =n (0+ ) (reg) 
\ ¢ \ 


t / 


2° Le nombre des termes du groupe est 


é I 1 
o(n)=o(n,)o en a (oa Saat 
F ) 20M) o (ns a 5) 


3’ Le nombre total des ¢,, est 


ang SN 


ites 


Pe ciers ee io ata es 
ia)) IN) == (: (1 Bue 
La fonction 9(7) est bien connue en Arithmétique, comme dé- 
nombrant les nombres premiers an et inférieurs a nr. 


Groupes composés. 


A l'ensemble des arguments », on a souvent besoin d’adjoindre 
les divers arguments vg, ob 6 est ’un quelconque des diviseurs 
de n. L’ensemble de tous ces arguments compose celui des ni*™s 
parties de périodes effectives ou non, dontle nombre est n?, si l’on 
y comprend l’argument zéro, correspondantaé = 1. De la résulte 
Pégalité arithméuque 


Sooo = ee 
2 Fl()) WIC )) as ls 


ot 6 est successivement égal aux divers diviseurs de n, y compris 
n et Vunité. 

Semblablement, si au groupe (sv,,) on adjoint les produits des 
wv, par les nombres non premiers avec n, on obuent un groupe 
composé qui contient des ni*™* parties de période non effectives, 
des we, oz, ...- Pour obtenir un argument svg, il faut multiplier 


nN \ : > 
par un nombre 1, 3 » OU M2, ESL premier avec 0. Pour que cel ar- 


gument soit obtenu une seule fois, il faut que my, soit inférieur 


1,70 
IN) 


a 6, de telle sorte que soit inférieur a rv. Du reste on obtient 


des arguments tous différents entre eux quand on multiple , 
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par les nombres 1, 2, ...,2—1. De la 
x o(6) =F 70s 


relation arithmétique bien connue. 

Mais, si l’on prend ainsi pour chaque premier argument (zy le 
groupe composé, les arguments (vg se trouvent, dans l’ensemble, 
répétés plusieurs fois. Dans l'ensemble des T(n) groupes, ily a 
T(r) 9(6) arguments wz. Comme le nombre des argument vg dis- 
tincts est seulement T(6) (6), on voit que-chacun d’eux est ré- 
pété un nombre de fois égal a 


nea) n ee ( ‘it 
[int ee = = = Spo ao 
INS = es, a (1 a) I + 5) Prod 


a’, b',... étant les facteurs premiers qui entrent dans nr sans en- 
trer dans 0. 

Soil, par exemple, n= 120 = 9°.3.5, T(n) = 288. Les es on 
demi-périodes sont répétées chacune 96 fois, les 3 72 fois, les 
ws; 48 fois, les #49 16 fois, etc. 


Groupes cycliques. 


Au heu de multiplier un argument ev, par les o(7) nombres 
premiers a nr, on peut le multiplier par les puissances d’un tel 
nombre. On forme ainsi le groupe cyclique 


Coy TED (O202 ny ow,  mtons, 


comprenant des termes dont le nombre / est marqué par le plus 
peut exposant & (hormis zéro) qui satisfait a la condition 


pk =1 (modzr). 


On sait, par le théoréme de Fermat, que cet exposant Xk est égal 
a(n) ou aun diviseur de o(n). Si » peut étre choisi de telle 
sorte qu’on ait k= o(n), le groupe ainsi formé ne différe 
pas, sauf par ordre des termes, du groupe défini précédemment. 
Celui-ci est done cyclique. Soit, au contraire, k << 9(17); les o(n) 


o(n) 


arguments se répartiront en - 7: 
L 


groupes cycliques; et l'ensemble 
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9 (7) 


de tous les arguments «, formera T(7) z 
u 


= T’, (7) groupes cy- 


cliques. 


Théoréme général sur les fonctions cycliques. 


Arriyons maintenant aux conséquences algébriques de la répar- 
tition en groupes. Nous devons d’abord rappeler que les fonctions p, 
pour toutes les n*™* parties de périodes, effectives ou non, sont 
les racines d’un polynéme 4, (uw), entier par rapport a l’inconnue 


u) 


ena) ar: : 
== pu, ou bien moti si nest pair. Dans ce polyndéme, le terme 


du plus haut degré en x est purement numérique, les autres 
oF he : , ) See ves , F 

entiers en 22 et g3, et Vhomogénéité y est respectée. Quand nest 

un nombre composé, ce polynédme est décomposable en facteurs 


Upn(u) = Ils, 


dont chacun, 43, a pour racines les fonctions p des arguments 9, 
6 étant un diviseur de nm. Chacun de ces facteurs 43 a aussi les 
mémes caractéres algébriques que 4,; le premier coefficient est 
numérique, et les autres sont entiers en Big Cul gia. Supposons en 
effet qu’il en soit ainsi pour tout nombre composé de y facteurs 
premiers égaux ou inégaux, et soit z un nombre comprenanl 
y+ 1 facteurs premiers. Les diviseurs de n, autres que n lui-méme, 
ont moins de y+ 1 facteurs; donc tous les 63, ob 6 <n, ont les 
caractéres énoncés. Mais on a 


Un =n M05, 


et le quotient de 4, par II 3, qui est un polyndme entier, aura les 
mémes caractéres. 

On doit observer en outre que les sy, (sauf ’unique cas n = 2) 
sont deux a deux égaux et de signe contraire; car, et — , sont 
en méme temps des ni'™® parties de périodes, et sont distinctes, 
Véquation , =— Wp exigeant 217, = 0, ou , = demi-période. 
Les fonctions pw, sont donc en nombre $¢(n) T(r). 

Ainsi les quantités 7 = pwn sont les racines d'un polynéme 
§,(x), de degré £o(n)T(n), dont le premier coefficient est nu- 
mérique et dont les coefficients sont entiers en gy et 84. 
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Cornoitiainr. — Les sommes de leurs puissances semblables (a 
exposant entier et positif) sont des fonctions entiéres de gy» et 
de £3. 

Nous appellerons fonction cyclique toute fonction rationnelle 
des symboles p et p’ appliqués aux arguments d’un groupe cy- 
clique et en oulre symétrique par rapport a ces arguments, et ne 
contenant aucune irrationnelle. Une telle fonction F a seulement 
T, (7) valeurs. Elle dépend algébriquement de gy» et gy: elle doit 
done étre racine d'une équation de degré T,(n), a coefficients 
rationnels. Voici comment on peut, en effet, le prouver. 

Soit ~ Pun des arguments du cycle. Tous les autres sont des 
multiples enters de s; toutes les fonctions p et p! de ces argu- 


ments sont donc exprimables rationnellement par pw et p'w. On 
a donc 


(10) F=A+Bp'w, 


A et B étant rationnels en pov. Mais la fonction, étant symétrique, 
ne change pas quand on y remplace s par un autre argument du 
groupe. On a donc, en désignant par I',, F.,... la méme fonc- 
tion avec les autres arguments et par y le nombre des arguments, 


. 


F = My (F arti F,+ On On a Fy) 


ws 


Ainsi l’on peut mettre F sous la forme d’une somme de y fonc- 
tions, chacune d’un seul argument. La somme des fonctions F 
pour les divers groupes devient ainsi la somme de o(n)T(n) 
fonctions, dont chacune contient un seul argument, et tous les 
arguments ¢, sy trouvent. Ainsi la somme des fonctions F pour 


al Bae a 

tous les groupes est égale a = ZA, cette somme appliquée a tous 

les arguments ,; car la somme X Bp’ est nulle, les arguments 

étant deux a deux égaux et de signe opposé. Donc enfin =F =-ZA, 
yv 


cette somme appliquée a toutes les racines x de 4,. C’est une fonc- 
lion symétrique des racines de §,,; elle peut donc s’exprimer ra- 
tionnellement par les coefficients de ce polynédme, qui sont eux- 
mémes rauionnels en gy et 23. 


Ce qu’on vient de dire pour F s’applique aussi bien a son carré, 
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son cube, etc.; donc SF” est rationnellement exprimable en 8» 
eU 23. Co One Hist Dis 

Ainsi toute fonction cyclique est racine d'une équation algé- 
brique, dont le degré est égal au nombre des cycles, et dont 
les coefficients sont rationnels en Bo et £3. 

On vient de reconnaitre que dans ZF la partie impaire B p/w 
disparait. Cette partie peut étre écartée avant la transformation. 
En effet, F, exprimé sous sa forme primitive par les divers argu- 
ments, aura un dénominateur ne contenant que des symboles p. 
Or Vexpression de pms ne contient que ps; en la différentiant, 
on voit que p/m est le produit de p'w par une fonction de pw. 
Un produit de & facteurs p’ donne lieu a une fonction rationnelle 
de pw, multipliée par (p'e)*; ce dernier facteur est lui-méme une 
fonction rationnelle de pw si *& est pair; mais il restera un fac- 
teur p/w si & est impair. On devra donc distinguer les parties 
paires, comprenant un nombre pair de facteurs p’, et les parties 
impaires; ces derniéres disparaissent de la somme. 

Par exemple, soit 


(11) ESOC DAP ousaa 5 


9,04, Vo,--~ élant des arguments du groupe cyclique. 

Si le nombre des facteurs est impair, toutes les sommes de puis- 
sances impaires seront nulles : l’équation en IF manquera de tous 
les termes de rang pair. 


Théoréme sur les fonctions cycliques entiéres. 


Une fonction cyclique est enticre quand le dénominateur, ré- 
duit a une fonction entiére des symboles p seulement, est pure- 
ment numérique. 

Telle est la fonction (11). Le théoréme qui les concerne consiste 
en ce que /’équation ® = 0 dont dépend une fonction cyclique 
enticre a ses coefficients entiers en gy et g3, le premier coeffi- 
cient étant numérique. C’est la méme propriété que pour les 
fonctions 9,. 

En effet, les coefficients de ’équation 8, =o étant enters en 
Zo et gz, etle premier d’entre eux purement numérique, les ra- 
cines p(v,) de cette équation restent finies pour toutes les ve- 
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leurs finies de gy et de g3. Orles sommes des puissances sembla- 
bles des racines de ® = 0, et par suite les coefficients de cette 
équation, sont des fonctions entiéres des quantités p(m,). Done 
ces coefficients resteront finis, quels que soient 2» et g3, el seront 
enliers par rapport a ces quanulés. 


Sur le calcul de la fonction 0,. 


Les séries a double entrée fournissent un moyen de calculer les 
sommes des puissances semblables des symboles p pour le groupe 
complet des arguments (,. Prenons le développement (10) de la 
page 369 du Tome I 

J 


pi) uw = (—1)2-( +1)! (Sree > 


w 


el mettons-y pour w l’argument 


2pm + 2p'w! 
ens 
n 


U 


On trouve, pour le terme général sous le signe sommatoire 
§ § > 


nr? 


(270+ ar'w’ yr? = PS HUI, To Dea, TY 

Ainsi 7 et r’ prennent toutes les valeurs congrues a p et p’ sui- 
vant le diviseur 7. 

Si l’on prend les n? —1 arguments w qui sont des ni de pé- 
riodes effectives ou non, la somme des n? — 1 séries analogues con- 
tiendra tous les termes ot 7, 7” ne sont pas a la fois multiples de 
n. Pour avoir toutes les périodes, il y manque les termes 


ryt2 I 
~ (2rnw + 27° nw er? => pre 


On a done 


I 
5 (U. — i l ! be . 
Yi pew =( T)U(u + 1)! (n¥-+2—1) y ae: 


Cette somme est nulle si estimpair. En supposant U. pair = 2» 


el 


i a \ 2h—2 
pu — + C,U*+ C3Ut*-+...4 Chu an 6 
us 
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onjya(t. Top. 366 ) 


(2v +1) ye = Cyan 
aad (2942 


Ainsi, en observant que chaque fonction pa été obtenue deux 
fois 


(12) i (u)=t.av! (n2V42 — 1) eya4. 


Solent posés, pour le nombre 7 aceonpok en ses facteurs pre- 
miers 
n= axbBeyr..., 


( ' re ib Nf I 
oO 0D) SS Ee I (1 == ose 
oe a ) by ) . CH 


Si lon fait la somme pour les arguments , seuls, on aura 


(is) SS PP?) (Mn) = 4.29! Oay+a(r2) Cy+t. 


Effectivement: 1° la fonction gy Jouit de la propriété qu’appli- 
quée a tous les diviseurs de rn, y compris 1 etn, elle donne 


(14) SY ep.() = ne. 


Pour le prouver, il suffit d’observer que 9,(¢) peut s’obtenir 
ainsi. Prenons les diverses suites 


S > 
cron — 
R we 
a ae 
| | 
|= S 
at ey 
Seg SO 
Q i> 
Se = 
2 @ 
| | 
aS eee 
| | 
Q|- >| 
co 
Si Se 
2 > 
= ec 
Se SS 
| | 
=| = Sis 
a —— 


et formons le produit obtenu en prenant un facteur dans chacune 
des lignes. Ce sera un des termes o,(6). On a tous les oy4(¢6) en 
prenant toutes les combinaisons analogues. Done Zo, (6) s’obtient 
en faisantlasomme des termes de la premiére ligne, de la deuxi¢me 
ligne, de la troisiéme, etc. et multipliant entre elles ces sommes. 


Done le produit sera a?* bvR ery... = ne. 
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2° Supposons l’égalité (13) prouvée pour tout nombre m, ayant 
k facteurs différents ou non, et supposons que 7 ait un facteur de 


plus. On a, dans Végalité (12), 


Da p(w) =a p?* (Wn) -> pey(ws) + .--; 


ot 6, 6',... sont les diviseurs den, sauf net Vunité. Pour tous 
ces diviseurs, le nombre des facteurs ne surpassant pas 4, l’égalité 
(13) est supposée exacte. D’aprés la relation (14), on en conclura 
la relation (13) pour n. Elle est prouvée pour le cas ot n est pre- 
mier, car alors les relations (12) et (13) coincident; elle est done 
généralement prouvée. 

Par cette relation, nous connaissons l’expression des sommes 
symétriques formées avec les dérivées d’ordre pair des p(s, ). On 
passera de la aux sommes de puissances semblables par les for- 
mules de décomposition des puissances de p en éléments simples 


(t. J, p. 203). On en conclura 
a I { ! Te 
(peryP= ra V2 ES 792823) = ct ra Oi . 22) 82> 


Seer i fee ; ; oft 
(penr= ayaa Lat OG C3 Gas 3 — RO LeiC 95 + 42) £3, 
2 2 \ + 


Vy ( ; 1 6! 14 2) A 
3 = SS =D , —— 90) 9 2» + — 0 =) 
(Pa) = af 98 Cast =r 29102 S94 aS Ga S35 


3 


la 7} 25 
/ ! s 9 
= ——] — O74 ~ O-+ Oo 123. 
ae 16% hey Ate 


Voici une formule générale pour ces sommes. 


Soit 
(I+ ¢put- c3u%+ c,us+...)ett= 14+ AguitAsu*-+...+A,wP+... 
Ona 
(pu) — xa - ee be. ae sob Am + Amid, + 
Uri U2t—2 U2 —2p+r2 u2 


On a d’ailleurs généralement 


Se. (Do, =! 
per u = aoe) vee (Qi —=9 leer. 
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Par conséquent 


p=m 
(puym+t — y) Aplp2r—») — (2m — ap)! ¢m—p+t] 


(2m—2p-+1)! 
p=0 


+ Am+t- 


Telle est la formule de décomposition en éléments simples, ob- 
tenue suivant les régles usuelles. On en conclut 


po 


A [ Po = 9) 9— Oo | 
, PLT 271—2 p--2 Yo : 
2 , i (Pie : Cm—p+1 Am+1 Oo. 


ea 27 ——2p 1 


Pour m= 4, ona 


A, = 5ce,+10¢3, As = 53+ 2006963 ; 
= 82 ee es < 83 . 3 8283 
Gas So 2 ea ay Sader, ? oF ori > 
20 2 4 9.3.52 ann OOM eI 


Pour 720; 


6c,¢,+15c¢3 


G , , O€2 Cy 3 3 
2 >) (p28 =—(912— 92) +S (Ga — 92) + FF (Po — 92) 4 ee 


v7 


+ (665+ 30¢,¢,+ 150} + 20€3 )o9. 


Mais la séparation des termes est déja trés laborieuse. 


Calcul de quelques fonctions symétriques. 


Soit s; = Di Pprn appliqué a un groupe de 9(7) termes. 


Pour les divers groupes, on a manifestement 


2 03 
: $7 =282, bon B 2s, 
L —— np o2 S—s6e a. 
Sj = YS. 1— 9°§ 283; sievayene. es ajekasvens 


et il faut calculer les coefficients numériques 4, 8, ..., on voit 


It. 14 
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jusqu’a ¥ s$, inclusi il y | coeffici 
que jusqua S}, Inclusivement, 11 y aun seul coetiicient, qu on 


peut donc calculer en supposant A =o. 
A fF fer ‘infini. I ] | ( 
A cet eliet, nous terons w intini. Ll y a alors un seul groupe ou 


: é 2 2wW 4w 
les arguments ne so1ent pas infinis ; ce sera 5 ide a od00 
7 
On a alors, en général, 

— oa P= nx 

-2-\ aster i 

eas (u=2pw)? 20? smd Pp? 
p=1 pat 


Pour tous les groupes, sauf le premier, 


I I 
n= are 
J 2,w2 Pp? 


tandis que, pour le premier groupe, 


2kw n2 I 1 n? I I 
) =—_ — —_— . 
n 4k? w? re ae =e pn)? 2? a: 


eis it I , e 
SOM —— — =A. Pour évaluer s, pour le premier groupe 
P § , 


2? 
~~ 
Si Os 


s—[T(a)—1e(n)A=o. 


nous savons qu’on a 


c est-a-dire 


Soit maintenant a calculer ae Cette somme se compose 


1° du sj du premier groupe; 2° de ceux des autres groupes, pour 


o(n)A. 


chacun desquels on a s,= 


La somme de ces s? sera 
1 


[(Tn)—1]o(m)P a2; 


done 


> s3=[T(2)—1]?9(2)? A2+ [T(n)—1]0(7)2A2 
= T(n)[T(7)—1]o(7)? A2. 
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Semblablement 


DS sPH(T (2) Po (a eas—[T(n)— 1] 9(njh as 
=({[T(2)—12—T(n)+1J9(n)3A3, 


ot aes ae Tr) — hee AP, 


DS st= TC) 1 Td re (n)b As, 


Telles sont les expressions auxquelles les sommes se réduisent 


pour w’ infini. I] reste a évaluer A. Or, parle développement de dé- 
générescence, ona 


(p= 


Tt 2 [ » I 
= = i ee 
sInT Uu We (es Us) 
p=! 
F I 
— 2 — +6u? — de l0u" aad 
u2 P 
J 72 1 Dc Oma 
= -S + we uh 
uz" 3 15 189 
el, par conséquent, 
I 7 1 71 I a 
err See ee ; ? == ’ 
jor a p* sO jo 2 Se obey 


Mais ona 


9,.60 it 15 I 
Ty) eames - —— The 
62 ia: eae 
Ree MS P\o yy 1 ee Leon 
~~ 4wt jer sw" p 22 3? 


done 


satire) ney S. 


12 
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e/ xs 
Ae 5 3 


On aura ensuite 


wl 


I 
eee) &3) 
oe = {[T(n)—1]}3— T(n)+ 1}o(72)3 3, 


sf =) (02) a ae) yon) 


eee 


) 


s§={[T(n)—1]§+ T(n)—1} 9(n) (@)'+ RCIA 


m2 
p> 
Sef = (UT) Tn) +1} 9(n)s 28, 
2 
2 


s]={[T(n)—1]'— T(n)+1f9(n)7 2 


Bhalle) @i jai e| fetes) «ei oe) sls e a) .s uno) veel she ;; 1016 eh a isin siiw -eheieveleita) eras 


Au lieu des groupes des ,, si l'on prend les groupes compo- 
sés, on aura a remplacer simplement 9(7) par n —1. 
Dans le cas d’un nombre premier, on a 


O70) —= To My T(n)—1=n, 
Lia 


si=n(n +1)(n De 


> 
Sian 1)(n 1p 3, 
Sota nce+yin—1 (2), 


? 


SAS 1)(n 1 22S, 
3s Oe -1)(m—1)6 (@) tA 
staan 1)(n (By). 
12 8 
Soit 
(15) sT + p2sT—2+- p3sT—-3+ p,st-4++-...=0 


(*) X inconnu. 
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Péquation dont s, est racine; on aura 


p= = >) t= n(n +1)(n—1)? £2 
2 2 


12 


;> é n(n2—1)(n —1)3 23 
Dee e sj=— ) 5 * 


3) to) 


1 I 
Pies aS, 2 ais ES 5 
Ps = = yh 


ar ae: =e -= n(n —1)(n+1)§ (rn — 2)(n— 3), 


( 
= 5(2) [am -1)?(m —1)*— an(n3+1)(n—1)*] 
Gs 


5n?(n +1)(n?—1)— 6n(n—1)](n —1)5 
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On peut de méme calculer les 
aux multiples prés de A. 

Parlons toujours des groupes 
Sy = U(prn)?. Dans tout groupe 


autres fonctions symétriques, 


simples, et considérons les 
autre que le premier, on a 


S,»= 9,A?. Donc la somme des s correspondants sera 
(CT — joy A*2—=(o2— 9) A?, 
et le sy du premier groupe sera donné par |’équation 


Sg+ (02— 91) A2= Tsp= 2d (pwrn)?*, 


la derniére somme étant étendue a tous les ps, distincts. 


Mais on a trouvé (page 208) 


=(pWn)? og (70 94+ 9 2) &2 = (i Oy ae 92) A’. 


S2 = (39+ 91) A’ 


1 
a 
$1S.=(T —1) 9, A ($¢,+ 91) A’; 


i 
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pour chacun des ‘I’ —1 autres groupes, 


$4 So = OF AS, 


Donec 
I £3 
ys ae 
= S182 5 (T—1) 919, ots 
Semblablement 
$? Sp = (T —1)29?A2($0,+ ©) A? (premier groupe), 
= of A, (autres groupes); z 


Bs} so =(T—1) 03 ($(T—1)29,+[(T—1)?—1] 91} & = 


Les résultats trouvés suffisent déja pour former l’équation (15 ), 
lorsque n = 3. Ainsi, que l’on prenne |’équation 


(s—3k)(s +k = s+— 6h258?— Skis — 3k’, 


qu’on y remplace & par 2A, puis s par 2 p, on aura 24,. En met- 
tant A au lieu de & et p au lieude s, on aura ¥,; k? devra étre 


o2 oa o2\ 2 4 bs 
remplacé par aa » k® par - » k* par (£) , et il viendra 


Pour n= 5, il y aun coefficient non connu. On pourra écrire 
(s—5k)(s+k)i+ 284A = 0; 


k devra étre remplacé AA ets par at, ou t= ao ah 
 devra remplacé par 4A et s par 2t, ou C= p—=-+p>- 
On aura ainsi 

(¢—10A)(¢+2A)'+ aA =0 
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- R oO, o o,\ 2 m Oy £3 
ou, symboliquement, A2?== 22, A} — 23, At’ —( 22), A5— 2? 88 
» SY ‘q 2 ie e7 i e. 
B: 
As — (& ar exemple. 
12 P P 


Il s’agit de déterminer le coefficient «. 
Dans ce but, nous prendrons le cas g3= 0, g3=1, qui offre 
des simplifications considérables. Le dernier terme s'y réduira a 


— 270. Connaissant ce dernier terme, nous en déduirons «. 
“Pour p50, Sy—=1, oa 


u, = p'(— 2p*+ top? +1), 
Us = (4p*—1)2(2p9—10p3—1) — 27 p(p— 0, 
=p? —i9p —3p* p's) 


ll donc quatre ntités ae aay racines de l’équation 
y adonc q quanttés ( p—-) = q 


Ona 


bs ee Opes 
pu+p2u= 3pu 1) Ol Mira 


Le carré du produit des racines ¢ est donc 
5pe+1 
|G Ol Fe 
Tp 
appliqué a tous les p racines de ); = 0, c’est-a-dire 
a 5a2+1\3 
eae 4a —1 
appliqué aux racines « de |’équation 


F(a) = (4% —1)?(2@2— 10” —1) — 274(x% —1)8. 


Le carré en question est donc 
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Mais 


= (4+ 5)?(2 +10.5 — 52) — a7(1+ 5)8 = — 5.38 


On a donc —4(— 5)? ou 5? pour le carré demandé. Et main- 
tenant le produit lui-méme est-il +5 ou —5? On a la racine 
22 4. a DO, Oy Paes. « 
jae a ors réelle et positive, p Sy gi he réelle et néga- 
uve, et les autres imaginaires et conjuguées deux a deux. Le pro- 
duit est donc négatif; done le dernier terme de l’équation en ¢ 


est —» Aunst 
—aa=—5, a=¥ 


et 
(t—10A)(¢+2A)3+35A=0, 


: o,\3 
en posant symboliquement A‘ = (2) ; 
119) 


IL est A remarquer que le dernier terme, aprés développement, 
ne contient plus gp. 
C’est, en effet, 


b> 53 (63 — 2783) =— Ses: 


D'aprés le développement 


(@—5)(@ +1)’ = 2§— 152*— fox*?— 4522— 24a — 5, 


on aura l’équation 


o iz 
t6— 15.02 23 ge fo, 93 83 43 45,08 (2) 0? 
12 8 I 


ou 
i&— 9 92t'— 40230 — 5 e2t?— 8 £5 23t 523 =o. 


(Brioscut, Comptes rendus, t. LXXIX, p. 1069.) 
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é r Deea? 20 
C’est une fonction algébrique de p “", 02, o,. Pour le prouver 
5 ap owe aon) if ) 


que l'on prenne 


' ya (hh eu 
Yast as (ou) (nat? 
’ 20 
et qu’on y fasse uw = —,; ona 
nr 
me Pix 2a en, fsa o) 
~ 27( oO — a 27a — 
1 ss 20 i( ) 26 | 26 
6( 22 1)b=06 | 9622 — |) [se OE ee i Se, 
n / n n 
2707 |n(n+=2) 
2.6 en? 
lee naif es Nessa Pee ; 
Yn ( 5 ) — 26 
=) 
ae 
n 


ar : 20 
Ainsi, les puissances n(n-+ 2) et n(n—2) def ~~ sont des 
T 


fonctions enticres. Par leur quotient, on conclut que la puissance 
4n est rationnelle. 


, 2.6) 
Prenons, d’autre part, U,,(w) pour u = —; ona 
‘ \ nv 


27 Or 
~ 2 
20) I 20 GAL 
Vn ( 7 ) = hm = ¢[n(2 +h) | ei /) 3o : 
= 2@\n? n 1 
h=0 pall : ope 
nr TOs 


La puissance n? étant ainsi rationnelle, on voit maintenant que 


/ 


: : 26) 26) . . 
la puissance 27 l’est aussi, en p- ete Quant a p’, on voit, 
; 


par le changement du signe de 6, quwil n’y entre point. C'est ce 
qu’on voit aussi par cette considération, que U,,, et ¥;, contiennent 
en méme temps ou ne contiennent pas le facteur p’. 


; ‘ F 20 
UI est donc établi que f2” est une fonction rationnelle de p ee 
7d 


de g, et de gy. On pourrait prouver que le dénominateur (réduit 

i e , 20 ey AOne 

a étre indépendant de p ~~ par le moyen de 4, = 0) se réduit a 
7 


une puissance du discriminant; mais ce n’est pas utile. Ce qui 

importe, c’est que cette fonction rationnelle ne devient infinie 

pour aucune valeur des invariants g» et g3 ; cela résulte immédia- 

tement de ce que f”("+?) = 4,,, est un polynéme entier en 8», 83, 
20) 


728 t d’autr t ge at pee ne deviennent ja- 
Dae P er 2 €: que, autre par , Pp Pe é P ae : J 


mais infinis. 
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L’expression f?” restant toujours finie, les fonctions cycliques 
correspondantes sont racines d’équations a coefficients entiers. 


4 
=Qw 
e? 


(Le rapprochement avec la combinaison paruculiére » rela- 


livement au cas n == 2, doit étre fait. ) 


o1u 


[On peut aussi employer la fonction analogue a » savoir 
: ou 


— = A) + a pu+ agput ...+Gn-1p"—!u. 


Par l’analyse employée au Tome I, on voit que les coefficients a 


“ ae 2.0) 7 20 3 : 
sont des fonctions entiéres de p = et p! ~— avec un dénominateur 
26) co) 


ese ie s 2 
commun Y,_, ts ): En prenant la dérivée ni®”? et faisant u = aa 
if 


on aura 


kc topes ae Saye Zo 
ou f?” exprimé rationnellement, avec le dénominateur 4,_, er” 


/ 
comme nous l’avons aussi par le quouent Se 
Yrn-1 

La fonction cyclique que Von envisage, c’est le produit des 
fonctions f (ou un demi-produit) pour un groupe simple, composé 
ou cyclique. La puissance 2n de ce produit est une fonction ration- 
nelle cyclique ; mais on va reconnaitre tout de suite que des puis- 
sances, d’exposant indépendant de n, le sont aussi. 

A cet effet, s'il s’agit d’un groupe cyclique quelconque , a, 
a2w,..., on devra considérer 


ee 
ee A awe i me BCs 
(ow )% SPN Ie). 
ee n* 


Changeant successivement sv en a, 2797, ... et faisant le pro- 
duit, on aura 


Val) Valae) cam =| (foe icee [eed 
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Mais ces cycles spéciaux ne doivent pas nous arréter, et nous 
devons surtout considérer le groupe simple et le groupe composé. 
Dans l'un et l’autre cas, il suffit de considérer 


(fov )e" 
fpw- : 


ou p est premier avec 7, et de faire le produit 
eee 
[[ue2e- | : [i] ; 
a a 


On reconnait ainsi que la puissance p? —1 est une fonction 


Yow = 


entiere. 

Il convient de s’arréter ici quelque peu. 

Soit m impair et non multiple de 3; on pourra prendre succes- 
sivement p = 2 et p= 6, par exemple; 


[Uf(aw)]® et [I f(aw)]3s 


sont fonctions entiéres et 


(JI3 )12 (I, )!2 
I f(aw) = 133 = I 


est rationnel. 
Ainsi i i f(a) est une fonction cyclique pour n= 6/41. 
a 


(C’est ce qu’on peut prouver aussi, avec Kiepert, par la formule 


bs jest a a3 _ fav Pf(w) 
a Gets  (swoow)? = f (3%) 


’ 


qui donne dans ce cas, 2 et 3 élant premiers avec n, 


[lee -r2—=[[] re)" 


Mais chaque facteur est double au premier membre; donc 
| Lf(2") est lui-méme entier et rationnel.) 
P ; 3 
Soit n = 61+3. On peut prendre p = 2, el [/ (a0) | sera 


entier et rationnel. 
Si =— 6/2, alors on pourra prendre p = 3, el 


(1) 1h 
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: ; ; i 
Mais] |; estlui-méme un carré, en sorte que {| L/) est une 


fonction cyclique. 

Sin = 61, p? — 1 est divisible par 24; (TL) est une fonction 
cyclique. 

Les mémes choses ont lieu pour le groupe composé. 

En vue d’établir Véquation a laquelle satisfait la fonction 


jie | Ls examinons l’expression de cette fonction en produit, 


en partant de la formule de la page 216, et supposons qu’il s’agisse 


du groupe composé. 


okw 2k! wy! 
En admettant que pestis 2 
Vt 


—— soit un argument du groupe, on 


aura les autres parla substitution de Ak, AK! aK et hk’, d étant suc- 
eessivement 1, 2,-5.4 71, et lon pourragprendre A = Tack 
toutefois A’ n’est pas nul). 

On aura ainsi 


en—1 


I I 
mel ae 2 ho! 


Ket Satie. a) 


/ - kit (A was QkhiTv 2d 
Mie enact ( i a) 
pene ee —e 9g 1—e 
=n | = a g 
= ( Qkhitt 2h okie 2h 
= 2p Se 
Kat II I—e ML gq n ial fe 7 gq n 
= G2? uae 
P P / 
Mais 
2. _. A=n—1 
Reet eae NT ey LOTS Ess kit (n?—1) 
21) nn? (A n) 
eae n —e =1 =e 6n 
A=1 
car 


DENG —n)= YTAA—1) in ei] 


BolT ee) Ue 1) - 


3 2 6 


De méme 


d ec :) MON ni—1 
n —— a> <= /F 6 
fa ao Vy Sa 


Kh 
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Qkim 28 


En posant pour abrégere ” gs Q, on aura 


2khiT 2) 
( [(— n 7" )=(— QO~ 8)... 0G, 
nN 
D’autre part, 
Dkhit pao (ae 2\ pr+h 
,— e n q n— 1 — e a g) : 
Vou 
p=, kK=n—2t ‘ ake p ai p= Saati 
i : i | (1—e n Pio {I ] (1 — Qpr+h) 
p=1 al pein) A 
Wiz se InN = ow 
[foo Ffo-e 
= m= Tn = ee 
p= SO? 
fo | (E94) 
p=! p=1 
On trouve de méme 
Ui =o: 


pax h=n-1 f Jo — 2") 


WMT ae 2) r eae; 
TEE hes n gra) =|] [ Jo — ee) = 2 
Pp nN p=t1 Es (1— g?P 
. Ske p=! 
Réunissant ces résultats, il vient 
io 6) 
[ fc = Qm)2 
eae a 
a ee e n (0 SS eee 
Fy, CAT Z a 
[ Jo — gee 
i 
. ‘ 2,0) , 
Le groupe © , quicorrespond a u = ay donne un autre résul- 
iat utaut poser == 07k = iil vient 
‘ 207 = Q)hiT i 
+=n—1 ; : hence Pia 2AUT p= 3 
' By al 2 = fa gee (ee n qr 
— = —e I—e = u 
es It T IT I— g?P IT I— q?P 
eat p=1 p= 
‘ in n—1 a 
= S ageaarmes 4 in arvana AY i= - ‘ 
berproduit-des facteurste ° est ie+e° * . Celui des 
Qi 2)iTt 


facteurs 1—e ” est n. Celui des facteurs 1—e ” g?P (par 
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r I— g2”P 
rapport 4 A) est Se 
2hitt 

eg7?..On adone 


hE, 


Se 


- De méme pour celui des facteurs 


n—1 f (1 == OPIN: 


ol eee (0) 
Ea eee. 


Pp = 


Les circonstances relatives au cas g = 
autre aspect que pour la foncuon Lpw, 
Fis ema) Epes sont muls. 


(es q2P)2n- 
1 


o s’offrent ici sous un 


oi reste fini eteatas 


Avant tout, examinons le produit Fy F, ... F,. Les divers 


facteurs 1— QP? donnent pour k=o0, 1, 


..,2—1 le produit 


1— g??, quand p est premier avec 7; mais, si pest multiple de n, 


tel que np’, c’est (1 — g??")”. 


Le produit [ f(a —q??), ou p est premier avec n, peut s écrire 


II. (T= q72) 


Ee) 


On a done 


n(n—1) 


_ b(n +1) (2 — 1)? 


Ww L . 
== é 
T ie 


12 


qd 6 


Fo B, oan Ley 


o5 . I 
et, en multiplant par pO 


‘n —1)2 


i i (1— g2Pn)2 (4 = q2P)2—2n—2 


a) \ 22-1 n(n—1) iT(a +1) 
=) l e 12 


1 Vs 


qd 6 


iT(n+1) (m—-1)2 


nyien—-Wv e 12 


(n+1\(n—1)? 
12 


ty 


ninn-) e 


[t. I, p. 402, formule (29)]. 


i G — G2P )n2A) 


2(n?2—1) 


O) a ; 
| i) re | 
ices 


2(n?—1) 


(ya) 
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Si r>>3 et non divisible par 3, go est toujours en- 


i aa | 


eter paits ety) =3(=- 1)? ~ Ona alors 


n—1 


fea 


IA Cas GUL == 9) 


iw 
Sas 


A + ou WW 


I 
se 


IF 


ce qui est d’accord avec I (p. 194), et avec la remarque ci-des- 
sus, que F'* est une fonction cyclique. 


AaacGas ==" 3, a =3e*% A 3; c'est F® qui est cyclique. 


La nature de F fait prévoir absence de certains termes dans 
léquation 


Frei + Oy Fe+ ee) F2-1 noo SP ao, F + Sn4+1— 0, 
Hos tapes 
ep eas : (—1) 2? ,7> 
ou déja nous connalssons 4,44 = ne aes oe 
: ; A FAT 1) 
F est du poids $(m —1), en sorte que a, est du poids ———, 
= 2, 
> Sedat 4 1 d Pye Oat 9) ah Lo , d d oe 
c est-a-dire que 4; est du degre as » Bo el 23 elant des degres 
2 et 3. 
Si dans #; entre le facteur A, c’est avec un exposant m au plus 
) | 
égal a 
1 k(n—1) 
6 2, 


D’autre part, #; contenant les produits kak des F, chacun de ses 

termes contient au moins & —1 facteurs Fo, I',,..., Fp_,, dont 
ni—t1 

chacun a le facteur q 62 Tone a, a le facteur g avec un expo- 

(k —1)(n?—1) 


sant RS 
on 


» el, par conséquent, le facteur A avec l’ex- 


posant 


(Gat) 221) 


1270 


Nie 
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On a done, si a, n’est pas nul, 


(k—1)(n?—1_ _ k(n —1) 
> Sie Le 


iN 


N 


12n 12 
Par exemple, pour n = 5, 
(k —1)(n?—1) k(n—1) 
127d rz 
Jessep ear oO 3 Un terme cg. 
P 5 » (| Leterme manque, puisqu’il n’y 
nO ae sk: 2 2 i ee ieee 
( apas d’entier entre 3 et $. 
Kee Sines arate 2 I Un terme cA. 
Pret can oie = 4 Manque. 
[aes ene s 3 Manque. 
==" reno : 2 2 Un terme en A2, 


L’équation a done quatre termes 


F6+ cg, F5+ c'AF3+14A2=0. 


Pour donner de suite une idée du calcul, cherchons c etc’. Pour 
le premier, —cgz est la valeur de F, quand on a q = 0. Ainsi 
n 


78. \ 
— C2, = — pote 
o w 5 


Mais 
ih ae Vo t/t 
§2> 3 (=) ess Gl 
donc c=— ¥. 
Pour c’, le terme en g? ne peut provenir que de — F3F,F;; 


car les produits F, F,F, contiennent g avec un exposant au moins 
n2— 1 


égal a 3 


I ae (hock Lit 8 Zhi 2hit 2 
=n a2 es 
see == (| = |) eG 8 ¢@ t\t ole cueee Bet ronces 
F,F, TT d eae 
Pe Fe tee CaN 2hit 2hkim\ 2 
‘ cere = a Sar. =e Co 
FaFe=(Z) ¢ 5 qs fac a jar. : 


En appelant a, 8 deux racines de 75 —1= 0, on a 


1 


- 


(h+k) — 


Le S = Votes 


= ( 2hit a) 
ye 5 \e § +e 5 /= DarB2(a+ B) = Dai dat — Lad = —5. 
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Donec 
tt \8 
Sh, hp — (=) [10g?+... 
D’ailleurs 
Hl yes aoe ea 
ES i) (=) [34 | 
Done 
fine \ 12 
PF 2F,F, =—2 (=) gat 
D’ailleurs 
am \12 
— — 2 
es (=) geet: 


Done c!= 2, et l’équation cherchée sera 


re) 
Ut 


ils 


1? go FS + 2AF3+ 4 A2= . 


On verra plus loin comment on peut passer de l’équation en ¢ 


(page 216) a celle-ci, comment aussi on forme l’équation du second 
\ co} p) 


deeré qui, ¢ ou F étant connu, donne see et 
gré qui, étant c ; Ps p 


Pour 72 = 4. 
ni—t1 k(n—1) 
k—1 : : 
(k ) 1272 12 
[c= Cae aiscner 0 + 
ia ae ew 4 I 
k= 5 eljelevteijoheval a¥s $ 3 
U fsteeros | Arreats ee 2 2, 
per 16 2) 
(i= IS. 6.0 OtnO 00 7 % 
[Piz SSA ee 38 3 
ght, 2h 1 
k — Prenele. <a, ebi4 tele ae Q 
[fe ec ioiors pe 28 4 
6 6 
™ I i Wie 
F — _ o—% Yo = —— — 5) 
se 5) Ee st RO TS PN 


II. 


4O 


ae 


Forme 
des coefficients 
&3 
A 


2 
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Ill. 


Fragments relatifs 4 la transformation. 


Au Tome I, page 323, on a trouvé les résultats suivants : 


y étant une fonction homogéne, de degré p, des variables wv, 
w, w', si l’on pose 


ik! tt 


OND OR > qw'— 7'o = —, 
Ww 2 
2p+1 
5 e200"? A w!2) 24 ~ 
2) 

P’équation 

O2y ; 
(A) ae —Dy+ ae. y =0 
a pour transformée 

023 Oz 

(B) Op2 == 4m 5 =-0. 


Soit, pour un instant, z= yo(¢). Changeons uw en nu, par 
conséquent ¢ en ny. Si y=f(v) est solution de (A), alors 
Y= /(nv) est solution de 


oY 
(A’) ur DY + irgantwYy =o. 


D’autre part, z= f() 9(¢) étant solution de (B), 
Z= f(ne) o(ne) 


sera solution de 


22, OL, 
¢ todd 8, n 2 t2 eh 
ey Ov? Sinead Flite ee 
Donc, en posant 
Z=Y (np), 


on transforme (A’) en (B’). Au lieu de n?, Y, Z, mettons v, y, 5, 
et nous voyons que l’équation 
ey 


/ 1 
(1) eps) Ta G2V7wy 
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se transforme en 


025 , OF 
(2) a8 + 4vr so > oO 


iw 


quand on pose 


UT) 
u = 200, Q 


2p+1 
B= E-2VNWP? (Awl?) 2% 


y élant homogéne et de degré p. 


Pour cette équation (1), ona vu (t. I, p. 328) qu’en posant 


He 
— 
(su) 


el prenant 2% = pu, avec 


22 et 
formée 


3 pour variables, on a la trans- 


O7t 


: [fale 
(3) psa — [dv —6)02— (ay 3) 2] 5 IDESYC 


iD) 0 == 08 
Cette équation (3) est, en somme, une transformée de l’équa- 
tion (2), obtenue en posant 


2p+! 


t = wP e2¥0P?(Awl2) 2% (au)-Yz. 


La lettre p désigne un nombre arbitraire, qui n’apparait pas 
dans l’équation (3), et qu’on peut prendre égal a zéro, si l’on 
veut. Cela apparait d’ailleurs dans le résultat, qu’on peut écrire 


Rais eh 
pes e2vnwv? (A (12) cel (chi asl 12. 


Comme l’opération D, faite sur A, donne zéro pour résultat, le 


facteur A ® joue dans l’équation (3) le méme réle qu'un coef- 
ficient constant. On doit done écrire simplement 


ae 
(4) 


t = e2V0wv? (Awl?) 24 (gu)-Vs. 
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Si, dans le premier membre de (3), on substitue x’, on obtient 


les termes suivants : 


ws-1— 235(s —1)axs—-2 


4s(s =1) 
(A veeG)s PGS 3) 3s 
+v(vy—1) 


= (25 — v) (2s —v +1) as+1 + s( fy — 65 +3) Sat 


= S( Gi 1) Gg “B= (6). 
Soit s un nombre entier, et substituons le polyndme 


P= Ags+ Ay as—! STO Cie No siiesd Sie AS 


ot les A seront des fonctions de gy et 93. Le résultat sera 


A o(s) + Ay o(s —1) +... + Ags O(1) + A, O(0) 
—vasDA — vas-1DA,—...— vaDA,_,— vDAsg. 


Le coefficient de 2°~* dans le résultat se compose des parties 


suivantes : 


Ajiy(25—2k—2 —v)(25—2k—1—v) 


Ap (a ett eenO Se8 es 3) 2 = (kK). 


“= TAN Ga 2)(s—k+1)g3—vDA, 


Le polynéme P satisfera a l’équation, si Von a ¥(k) =o pour 
Sis 


tert Ory 


les valeurs k =—1, 0, 1, 
Pour k=—1,o0na 


v(—1) = A(28 —v)(2s5—v-—+1). 


v1 


. 


. ° . y 
Ainsi les seules valeurs possibles de s sont 5 ou 


Le nombre y étant supposé entier, prenons pour s celle de ces 


\ 


No) 
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deux valeurs qui est entiére; on aura ces autres équations 


o= $(0) = A;(2s— 2—v)(2s—1—v)—vDA, 
De V(r) Ae ae 4 9 (952 98 3) AS hy — 68 3) 2 =D Ne 


oO SURES is y6 091/519 160 si Vis) one! 660s) eee fe) (6 0) (6. (6/76) .6) 6 (e\ 61s! 6174 0:0) 9)re, |e) (¢) 6) 18161 81.8 ois) Wis Les®) Ol Ole {suey ai sjrer'4\Wie:rs'cm (6.18. 0m 


6 = U(s =1) = A,v(y —1) 4 As-2.2(49 9) 2 — 65 363—vDAs-1, 


o= Y(s) =Asa(gy—3) 2 — 2A; 623;3—vDA,. 


Il y a, comme on voit, s+ 1 équations, et il n’est pas permis de 
prendre A ad libitum. Mais de la premiére on peut tirer Aj, 
DA,, D?A,, ..., D’A,, linéairement exprimés par DA, D?A,..., 
Dst'A; puis de la seconde A,, DAs, ..., D’'Ay, exprimés de 
méme, etc., jusqu’a l’avant-derniére, qui donnera A; et DA. 
Substituant ces valeurs dans la derniére équation, on aura une 
équation ® =o, linéaire en A, DA, ..., D*t*A. Si A est pris 
parmi les solutions de cette équation, on aura ainsi un poly- 
ndme P. 

L’équation ® = o apparait comme étant aux dérivées partielles, 
avec les variables gy et g3; mais, vu lhomogénéité, elle se réduit 
a une équation différentielle. Pour effectuer cette réduction, en 
supposant A homogéne, on remplacera A par une inconnue homo- 
gene et de degré zéro, en multipliant A par une puissance de gy 
ou de g3, ou mieux du discriminant, et l’on prendra pour va- 
riable J, suivant la formule de la page 313 du Tome I. C’est donc 
une équation différentielle et linéaire, d’ordre s 4-1, qui fournira 
Pinconnue A. Ou bien encore, on peut envisager l’ensemble (5) 
comme un systéme d’équations différentielles linéaires, avec 
s-+-1 inconnues el s +1 équations. 

Pour le moment, on se contentera d’observer un cas paruicu- 
lier, celui ot y est le carré d’un entier impair, y = n?. Nous sa- 
yons qu’on a la solution P=¢,(u), polynéme entier de degré 

2 


PAs) 


s= , et dont le premier coefficient A est une constante. En 


ce cas, on le voit, l’équation ® =o manque nécessairement du 
terme en A. 
A la page 329, Tome IJ, on a transformé l’équation (3) en pre- 
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nant pour inconnue 


La transformée est alors 
02. t, 82 Ot; 
12 Tan 2 ay Se 
Pp Ox? [ow Oe v= 9 | 


YDt, t ©) 3) (9 ati — On 


(34) 


Si Pon substitue x” dans le premier membre, on trouve 
>) 


: ; Webi / — 
(2r—v-+3)(2r—v+2)xs+1—- 7 ( §v—6r Os w’-1_ r(r—t) g3a"-? 


en sorle qu’on a, pour le coefficient de 2”~", dans le résultat de la 
substitution du polynéme, 


Q= Bar+ Byw’1+...+ B42 + B;,, 


Brai(27r—2k +1—v)(2r—ak+2—yv) 
+ Bea(r—k-+1)(4y —6r + 6k 9) 2 = y(k). 
— Br-e(r — k +-2)(r—k +1) 83— vDB; | 


Les résultats sont tout semblables aux précédents, sauf que la 
condition 
vi(—1) = B(ar—v+3)(ar—v+ 4)=0 
donne 
va vend 


2 2 


Ayant ainsi choisi 7, on aun systeme de 7 +1 équations diffé- 
rentielles linéaires avec autant d’inconnues pour déterminer les 
coefficients du polynéme Q. 


Le cas particulier ot y est le carré d’un entier pair donne lieu 


a cette observation, qu’il y a une solution ou B est une constante. 
En résumé, ona: 


v 
— +1 polynémes P, 
SI VNES TMM alllysr eve f 
Vaal r 
--1 polynémes Q; 


\ 
Y—I ; 
= Gal polynomes P, 
Si y est impair.. ./ 


hap 
| eres eh polynomes Q. 
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On a donc, dans tous les cas, y solutions de l’équation (3), de 
Vune des deux formes F(x) ou F(x) V4x°— gia— gs. 


Premier exemple :v = 2 


Ona 5 1) 


AV — DA = o, aA 2 DA,= 0. 


‘Or on a (t. I, p. 313), en supposant A homogéne de degré 
zero, 
1 Ae ie 
Noe St Opps ee 3 CA 
DA = 473 A°(J —1)?J a 
Posons 
ane a) 
A, = 53 A®(J —1)253B; 
il viendra d’abord 
ds 
gine 


puis, B étant aussi de degré zéro, 


x Wl be} 
Sve ote ee pee 


dj 


4 
En remplacant g» par (AJ)*, on a 


dB ii 9 5 
dy Bass ; ni) = eNO Ya 


de la Véquation 


oO. 


aA dA I 2 5 ic 
Gey Vet 135 eG eee a eee 


C’est précisément le type (éduction des équations différen- 
tielles, p. 48) d’équations bypergéométriques 


Gia Wop be dk Ca! fet 
CAL RD ASAE Ree wl ar A) SL ee 
avec 


1 1 it fat J 
Bos fe yt m? M ( ) 
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intégrables algébriquement (icin = 2, m= 3, p=4,M =24). 
La solution consiste a poser 


et Pintégrale générale est 


IN = : q (ep +c’), 


p®(p*—1)6 


4 


c etc’ étant des constantes arbitraires. 

Dans une étude approfondie, il y aurait lieu d’examiner l’ex- 
pression de p en fonction de J, le role du groupe fini, etc. Nous 
nous contenterons, pour le moment, d’un apercu, fondé sur le 
calcul. 


Si Von pose 


ona 


de sorte qu’on a 


== (3 7,3 3 3\ 2 
J= Ge 1—J=(7 yi) 


d’oti résulte 


“| 


Li Rey =a La Viswat 
(AES ae fl AE eign Po) 


Par la on aura une équation du second degré en eee 
Or il est visible que ceci reyient a résoudre ’équation 


49 — 835 — £3= 0. 


Par la formule de Cardan, en désignant par § une racine cu- 
bique de Punité, on a 


1 


gil (¥rat4s)*+ (yimt—2*} 
eg=—4 27 a (Ta ae 
ey =—1V¥—27A | cat 2h see esr 


ea=—t¥= 
- 


FRAGMENTS DIVERS. 233 


Soit 
4 foe be ee 
(View 4) M(t a) NS 
On a ainsi 
Ce e4 <i ey _ eg+Veg+ Be,  ey+ O2eg+ Oe, 
M+N 0M+@N 6M-—+ON ~_ 3N : 3M 
Ko ire eae §2eg+ Oey 
Neu + eg + eg + 2e,° 
hh A toe erg ae Sey Ose 
Hh = VE (8 — 62) (ey— eg) i3 (ey— eg ) 21/3? 
dot 
ern 
o* — o2+1=0 
€y— 68 
vale Seq 2 (6x — €8) (€g— ey) 
v —_— ey— eg . 
Les Beye oy (Ene CB) (€g-- ey) 
oz ey— eg ; 
0? ey — &g 
ap tl 
) 2A4: 


eA Seen) 


; 3 
(e,— eg)" 


[ a 1 ens 
E o(ot—0)| == Pa (y= e8) * Ay 28 
1 1 
A SANE a ‘ 
Say yN “eee ; e Sy [3eu— Vea 68) (ea ey) | . 
p ; 


Voici done une valeur de A (ott Von peut négliger le fac- 


“i 

teur A 27 ) 
1 
Wo ep ny (ene en eg — ey i": 


Une autre valeur sera Ap. 


Comme ona 
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dou 
1 


3 Oe ee Y 
a= a ae ee ? 
me 


cette seconde solution sera 


in 
Ay= [Seq 2V/(ea— €8 ) (€a—— ey)": 


Il est intéressant de voir directement comment les combinai- 
sons linéaires de A, et de A donnent Ag, Ag, Ay, Ay. Pour cela, 
simplifions d’abord. On a 


wo 
3 eg — 2 (€a — eB) (Ca — ey) = 2p" + Ps 


Oy 2 


DN  WWe 
Po 


Suivant donc les méthodes des pages 51 et suivantes du 
Tome I*', 


ak a 
Ag=(e+16)?, Ay = (e— tb)?. 
Par conséquent, 


G20 = INA. c—ib=A?, 
I 


c= ~(AR+A2), ib = -(AR— A), 


ta Ne Noe 
Par conséquent, 


cxtia <(Ag Ie ee 


; U( bee, yee = (Ag zt iMG)? 
c’est-a-dire 


Ag, Ag = m7 (Ags A‘). 


Av Ay = SCA ena, 
2 
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4 
En prenant A = (c+ ib)’, ona 


De De 
ADAM DesscDoe eG: 
A san. = @ == 26 ; 
De 
é = Vex — eg She Tey 
— Dé 
Or Ve eae ae = — 2€8, 
DA — = 6ey — thes 1 e(62— a2) + tb(a?— c?) 
A G+ 1b 5 3 Mee 7 
_ 1 8 — 21c2b + 29cb2— ib3 eyes : 5 
nee c+ tb PAO ea ac) 
=— 5 (3eq— 3ibc) = — (¢q— ibe). 


De sorte que l’on a six polynémes, dont voici un 
oes 
P= (c+ tb)? [x — (eg — tbe)], 


et qui sont tous exprimables par deux d’entre eux. 
La liaison avec la division des périodes par 4 apparait ici par le 
calcul @ posteriori. La théorie devra la faire apparaitre a priori. 


Deuxieme exemple : y= 3. 


I y a d’abord Ja solution ¢,=1, par conséquent ¢ = p'u. 
Il existe aussi des polynémes ¢ de degré s =1, déterminés par 
les équations 
DAW 3 AG. DA, = — goA. 
Le calcul est le méme que précédemment, le méme aussi qu’a 
la page 313 (t. I). Pour le recommencer sous une forme plus gé- 


nérale, soient 
DD eS DY = mg,X. 


On posera 
ee 4 2 
Y = 434% (J—1)2 J3Z, 
ce qui donne 
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On aura ensuite, Z étant de degré zéro en méme temps que X, 


meus 1.2 )2( aZ Z 2% ) 
ae A ROW bo ELIE PUN Sse T 
DY =} 4V3aeJ—1)7) (dj * 2(J—1) ° 33 : 
. ale Z nes 
= 98.3) IIAP | ae aoa) a 


a 
= No — ny (JA)® X; 


Cima Z wel Tee 
Cis =) a oe ean 
aX [ 2 | as me ae 
dJ eat) Ad a eee 
Nous avons déja vu: 1° le cas Dw =—2y, Dyn = 582 w, ce 
. r i! 
qui, en posant Y —s— 9», donne m = — 53 
2° Celui correspondant & y= 2, qui donne m= —.- 
12 


Actuellement, en posant A = 2X, nous aurons m=1, 


aA v i ke dA 1 has 
PALS ae PG pea SDL ah ee ARS rena 


ou bien 


oO; 


GER Ry oe Na dA C ue 
J eb ACES TO ee ae 


\ 


avec 
1 I Tae ay I 
Ro =I— => R,=1—-; Sa |e 
lig eae ee 2, c = (a 3) 


C’est encore un cas algébriquement intégrable. 


Troisiéme exemple : v= 4. 


Ici encore, nous avons un polynédme ¢,=1, répondant a 
t= p'u=— ‘2; puis trois polyndmes ¢ du second degré, ce qui 
va mener a une équation du troisiéme ordre. 

Puisque v = 4, s = 2, on aura 

SIDA Ae 
2DA, = 6 As a Z go A, 


3 
2DA, = 7p Se Ai — BA. 
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En général, si on a 


XG 
DY =Z+ag.X, 
DZ= fei¥+yesX, 
on posera 
oe get 


Y= 4y3d* (J — 1) 
Za 


aa) 


il viendra, suivant les calculs précédents, 


dy a 1 ~ 3 are aX 
Wee Sai si) See Ta) 


puis 
_ aks 2d 3 
ue G Kay :) =Bgody + yesX; 
mais 
iD, [ ; §3 7 I ne 
Ae” 35.301) 5° A3~ 98.33,(J —1)J2’ 
donc 
dz aoe T Eins By Wax 
dJ age te 30 e (oe(Ia1)d 1 ts 


Sans éliminer, voyons les exposants auxquels X appartient aux 
points singuliers : 
i Pour le pomt.J =o, on pose Xa J°=- AI, dot 
Von déduit 
Yr SIS BE ns 3 e= s(s — 7) I-28 +... 


Substituant dans la derniére équation, et égalant a zéro le coeffi- 
cient du terme en J‘~3, il vient 


o =s(s—$)(s—2) + 25(s—1)2 = s(s—4)(s—2). 


Les exposants sont done 0, }, 3; 
2° Pour le point J=1, on pose X = (J —1)'+..., d’ou 


y= Se )E4, z= s(s—})(J —1)s-, 
et la deuxiéme équalion donne 


s(s —4),(s—1) =0. 
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On a done les exposants o, $, 1, si la condition subsidiaire 
(nécessaire pour la disparition des logarithmes dans lintégrale 
relative a l’exposant zéro) est satisfaite. 

Or, si l’on pose 

X=r1+A(J— 1)? 
on aura 


a 


y=2h(JI—1)-+..., B aD bs se 


| 


et en substituant ces valeurs dans la derniére équation, le terme 
en (J —1)~2 a son coefficient idenuquement nul. La condition 
subsidiaire est donc remplie. 

3° Pour J =, posons 


CS dB Se MIS eo og 


rs) 
lI 
i Cea 
n”~ 
—~ 
n 
= 
SS’ 
OINI 
nA 


x I a 
ISP ee ens (se = Go Js—2 : 
<3 6 OW oe) aga 


ou 


Dans le cas actuel, en faisant 


Apo, oAs => 52, 
ona 
DA= 
DY224 2 gyA, 
4 
3 3 
DZ <8 Poaataes 
Donc 
5 13 eS] 
ey Me yer 
a+ 3 I II 
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et la derniére équation en s devient 


3 ' 7h ews “ — A 
ae Sr se Ss a 
dont les racines sont 
el 2, T 
24° 24’ 24’ 


, nN en sa , Pt Coralee niece 
présentant les différences 2, 3, en sorte que l’intégrale algébrique 
n’est pas connue. 


Quatriéme exemple: y= 5. 


SD, if == Ne 


Trois polynémes ¢, deux polynémes 4,. 
Pour les polynémes ¢, ona 


6A 5 DA = 0, 


20A,-+ =" gyA—5DA = 0, 


J §2A1— 263A —5DA,=0. 


Posant 
5 4 
=X, === -Y, A = —Z, 
A Xs, Ay é 2 iA 
on obtient 
Bee Sa G 
Datuk 
Dyna DNs) 
eg ee 
Pe Ta Deny Pinan aS 
ema sey 5? 
6 59 ECS ic pee els 
Bie Se ggsde 18 3S pee ae ah es OTS Vag 
3 2 : Ss : ==) 
ere gS Wet ke ia 
équation dont les racines sont 
I [ I ee 5 2 3 
Sa Deng tag a aaa 2 Rely is 
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L’équation est donc intégrable par les fonctions de Vicosaédre. 


Pour les polynémes ¢,, onar=1,v=), 


2B,— 5DB =o, ; .B —5DB,;=0 
Si Von fait 
= oe 
ona 
DRY; DY =—— 2.8 
3.5 


1 
1h = 3 52” 
Wot 
Ji If 1 1 I 
24.3 (293 55)2 YF 2279355) | 92835 5 


On arrive ainsi a l’équation type de Vicosacdre, 


Cingquiéme exemple ¥=6, -Tr==, 
‘ 5 : 
6B,—6DB = 0, - 2B —6DB,=0. 
2 
lei 
ML = — 94 
[2 


et lon arrive 4 la méme équation que pour y = 2. 


Lien avec la théorie de la transformation. 


Les fonctions P sont paires ; les fonctions Q p’ wu sont impaires. 
Les fonctions 


ue 
SEK ye oe pie 
z=e 20) (ou )¥( Awl? )24 ¢ 


sont paires ou impaires. 
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1° Siv est impair et ¢= P, s est impair, et l'on a 
we 
Ne = AC Vea aa 
ye 
BoA ok [au facteur (Aw!2)?* prés ]. 


2° Siv est pair et t= Qp'u, z est impair, 


Mie 
QO= inenh tin nl Diao san a ge 
&’=—2Bu+... (au méme facteur prés). 


3° Siy est impair et ¢ = Q p'u, z est pair, 


v-3 
QO= Bae? 4... .= Bul ee..., 
2=—2B +... (au méme facteur prés). 
4° Siy est pair et ¢ = P, z est pair, 
v 
Pa Agt 2, = Aue) es. 
| wen ee (au méme facteur prés). 


Dans les deux cas ot. la fonction estimpaire, on a ainsi une fonc- 
tion z impaire, ayant les racines 2mw + 2m'w’. En outre, le fac- 


vs 


—Vf =— ae Has Bare 
teure a le multiplicateur e~?”(“t), et (cw)” le multiplica- 
teur (—1)’e2"1("F) » on a donc 


a(v+t)=—3(?), si v impair, 
S(O--1I)= 2(9), si y pair. 
En conséquence, on aura 


(v impair ), (9) = Sin oT + 43,Sin3~eT7-+..., 
(v pair), 4(V) = % sinaem + a, Singfvam+.... 
\ 


Pour le premier cas (y impair), soit 


ITU)’ cy t O 


Gree, )) ae a pee ee 


l’équation (2) montre que l’on a (t. I, p. 325) 


Qn +1 ‘i 
Hon+1 = Cantid z 


III. 16 
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Maintenant I’on doit avoir z = 0 pour u = 20’, c’est-a-dire 
v9=—, sin(2n+1)erT = Bel [g—vent) — gvent], 
2U 


Ceci ne détermine pas entiérement les rapports des coefficients. 
Mais P contient des arbitraires linéairement, et, si l’on en dispose de 


if 
Be é 20 
maniére que < soit nul pour w= —, alors on trouve 
y 


1) 


ii Hee, e 7°), 


k étant numérique, sauf un facteur d’homogénéiteé. 
Pour Vhomogénéité, P étant de degré 1, ul faut mettre 


1 
= we2vqov? (Awl?) 8(cu)-Vs. 


Conséquemment 


1 1 
eS . : I? 
ka & age e—2vqme?( Aw!2)§ (ouw)y — - 
1) 


D’autre part, 
a 


1 
sn 9°) = e- 27H? (Awl? )§a(u), 


ears = : Hest 2 
ot! A et ¢ s’appliquent aux périodes 20, . 


v 


Le premier coefficient de Pest donc (en faisant uw = 0) 


sane Si 
A 8 
: F (3) ; 
A 
Telle est l’expression trés remarquable des solutions de Péqua- 


tion différentielle. 
On devra discuter, examiner sil y a le nombre voulu d’inté- 


. 6 . " FANG 
grales. Mais en tout cas on devra prévoir que, dans les cas ou CG) 


ne pourrait fournir toutes les intégrales, l’équation différentielle 


est réductible. 
La fonction z a aussi les racines 
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Les séries 4 double entrée donnent le point de départ le plus 
simple pour la théorie de la transformation. 


Considérons les quantités 


2(y —1) 6) 
e) 3 y 
et désignons-les par a. Soit 


w=2me+2m'o'. 
Ona 
290 2 Pk 
u—a2— » = u— —— —2Mo— 2m’ 
v 
DTN 6) 
=uU—2mMo ro) 


v 


a ,@ 
as TI) — 2 1 0 


y 
Soient p'u, pu, .. 
2 ; 


—— 7 OR d 


. les fonctions ot les périodes sont 26 et 
‘videmment 
¥ 


pu=piu+ > p'(u—a), 
a 


p'u=p"u +» p’(u—2), 
a 


cc 


Pour pu, il faut quelque précautions : 


I I I I 

ma ac Ds (e= ¢ a| pape laa a—w)? (% ++ =| : 
I I I 

PEAT reas > leer a> 


Pu pu— pu =— Die + DD, E ke cad 
=—) ps. 
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pu=pu +S p(w—2)— pz, 


ce quirésulte d’ailleurs de l’intégration des formules précédentes. 


Donec 


On a aussi celte conséquence 2 p/a=o. 
Semblablement, 


JX 
~ 
—~ 


EC(u—a)+ubLpa+ Xla, 


Pedpatul Yon (=i) 


cu=cullo(u—a)e? ae 
~~) 


pu étant fonction rationnelle de pw, il en est autant de pu — pe, 
dont les racines donnent immédiatement 


pe — pe= = (pu — po) | p> —* == Pe) 


pu aoe ps 


Soit @abord y impair. A la période 26! prés, les quantités « 
sont deux a deux égales et de signe opposé. 

Soit 26 la période formant avec 26! un couple primitif, et 
solent €), @y, €, les valeurs des quantités po, po’, p(®+ 6’); 


€), ey, ey celles des quantités 
aad mT 
=~ he) ey, pe Ww 5 —-. mt 
po, p— =p, p(o+ ye eee Me 
v 


Posant dans la formule précédente y=, et remarquant que 
ee 


les quantités p(®—z«) sont deux a deux égales | ear p(o+ 


, be yv—k)o i =a : 
est égal a p ( +2 eae): de méme que les quantités pa, il 


Du — p( ) — 
pu—e,=(pu—e) | : [Pe reper aa ai 


2.0! 4o' (v—1)6' 


vient 


v v v 


Posant y= 6’, et remarquant que les quantités p(w!/—«) sont 
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sw! 
de la forme p(=), s étant impair, et égales deux a deux, il 
vient 
! sw \2 
Ooh —— 
pu—p— 


pu—ey=(pu—ey) : 


pu—pB 


C=iee ene 


Enfin, en posant ey = 6 + 6’, on trouve de méme 


he so! 2 
pu—p(o+ ae 
v 


pu—ey=(pu—ey) | |] pu—pB 


Multipliant et extrayant la racine carrée, il vient 


pu = pul, I, M3, 
et, de méme, 


Oo) u O7,U 
Se SSS Se 1 
Cu CU : 
oyu Oyu 
S oe Z IIs, 
OU Cu 
Sy,u Oyu 
fee ae Iz. 
ou ou 


En supposant u= 6, >= 6+ 6/, on aura 


€n— Cy, €,— p(® + &'— «) 
ieee yea i | ; 
€,— ey, é,— pa 


et, en supposant u = 6, 9 = 6! 


J 
Qe, mn II €),— p(@'— 2) 
Gey €,— ps 
Multipliant, et utilisant la formule 


(e,— pt) [ea— p(G+ 2)] =(e.— ey) (€— ey), 
il vient 


(e,— én) (e,— éy) ” = eu) (e,— ey) 


(€,— yp) (€x— ey) (e,— pa)? 


On obtient de méme deux autres formules analogues. Multi~ 
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pliant, on obtient la valeur de 


(e,— ey) (éy— ay) er éx)° ay A 
(e,— eu)? (eu — ey )?¥(ey— €,)?¥ “e AY 


sous la forme suivante : 


eya4 aie) I a I(o'a )!2 
: AV I(e,— pa)?(€u— p%)2(ey— pay? —- HW (cyacgacsa)é 


: A , ele : 
On voit par la que Zz est une fonction algébrique des inva- 


riants, puisqu’elle est rationnelle, sauf les quantités algébri- 


ques pe. 


Cette expression de 


ble 


peut étre simplifiée par les remarques 
suivantes : 


Prenons les arguments «@ et, d’autre part, les arguments 24 


20° 40! 66! 2(v — 1)6)' 
= ? ? g SCI ge 
v +, v v 
ho’ 8a! by — 1G" 
ao = Se ape ee co, 
2(v +1) 0! 2.6! y—1)6)' ~,  2(V— 2) 6) 
ae, e = 20'+ —7, +e, Meese Phish gibi A ie 
v v v 


Ainsi, sauf des périodes, les quantités 2« reproduisent les a. 


: O2a Y Z < 5 
Le quotient II ane réduit done a l’exponentielle 


yv—1 .-,PvV—1., 26! yv—1 ,.,.,Pf¥—1 2 /v—1\2 
27 @'+ (Boao ante. 2) | — 24 | S48 | 
( Teen 2 v = ( t) tive Vee TNE 
Mais 
Bee egies 
= 409K403%3 
oo. 1 2 Bi) 
done 
v—1 (v—1)(2V—Ne,., 
——— ee ® 


av ll sac, ags¢ == (—1))* 6 We ® 
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2h7 


De la 
ve I(oa)!2 Sy ay 
AY (291116; 409 a's a )* Il (o'a)!2, 
yt 
A 72 _ (V=1) QV—1) 7 
Ww = Se 3v lox (eM@e=7) 
2"n' w' 
———— [12 +2? +...+ (v—1)?] 
SSE loa 
aloes ( i ys 
Seer Meee CNS eee 


Dans cette formule, on doit assigner 


(v—1)6' 
v v ‘ My 


a a les valeurs 8 et 26’ — 


Naturellement ¢, est arbitraire; mais on peut le fixer au moyen 
; y 


ie 
d’une convention qui définisse A?* d’une maniére complete. Ceci a 


heu si l’on piene la formule (t. I, p. 402) » 


7s 
AF = git (/= G97) (t= Gg?) (i —-ge ) 


On peut verifier le résultat précédent et déterminer la valeur 
de ¢, par l’analyse suivante (ol nous supposerons, pour fixer les 


idées, 6 = 0, 6 = w’). 


Soient 
Tiw’ 1 
2.00) 
q=e 1) , ie are 
y 
Tip 
Z=e7 
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Ona 
ers 1— g’ z2) TP givz—2) ; 
Po ay of = —(2—<-1) | [: = aul ae !(M=2,450 52 P5 a) 
—QO20 vt 0) — Ox(py—o) 
ee [Joe et — ero 
= h— O%0) + Pease 


™S []o-a-» 


En faisant le produit des quantités analogues pour les divers 9, on 
voit que les nombres 9, py-+p, py — 0 reproduisent tous les en- 
tiers positifs, sauf les multiples de y, et chacune, une seule fois. 
I)’autre part 


v—1 (v—1) 'vV +4) 


LI: = On as ee 0 ‘ 


Dene, en multipliant le numérateur et le dénominateur par le 


produit 
i [oc — Q”) =| [oc —@), 


il vient 


[lic 3*)= (2) cee Ue 
[ke 


Ae 
D’ailleurs 
iy iy as 
w w! 2ww' 
1 ‘ UT 1! im 02 
= ee Qo! _ 62 = |_ ge ee ; 
2.0) Dey 4ww' 2) w  y2 
= 4 Be ees alge 
e@ 20 a Open), Gay. 


| Coca A mecha i ere ced 


=TJor oe aes 
Donec 
SAR F Sie: Seay ee ((G 2 
TI" 9)=(2) ee 
[]o-2» 


Mais 


Done 


Ainsi 


auquel cas il faut faire 


1 Loa 
Ate = git (7 
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ial 
i) 
Ss 
l| 
i) 
nl 
Oa 
Ela 
7 
|= 
OX 
f 
2) 
w 
as] 
Aoi 


st 
) Te-am Cit = 95 45.05.45); 


wy 
; itp imo 2iTp 
2oW ——— =~ = 
8= —_, Veen C20 Ven, Poa Vee Ve 
y 
1 6s ee [ Jo — an) Game) 
e 20 Bis Gs Ss =1) 
lk 


: [e—o 


_ [e290 0-0 


; []e-ar» 


LEE — qi0P)(t— gq 8-#) 
g 


249 


n’ Pint = 
— — 6? w \— SEU 
WE 207 =(=) 2 [ Josie cs 
wok Y [ faa": 
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; ; ol OE R 
Dailleurs, p étant <y, les facteurs 2sin ne sont tous réels et 


positifs; done 


D’autre part, 


‘ y—-1 
| [c= 900) (1— gm 0-#) = | Jc: — aoe) 
) 1 
De are 
_ i— gq” ‘ 


Donc on aura 


Was ‘ == Gi) 
IIo" «b= (2) ; pales 


[He —qmy 


_oot(2) Thee 
(3) [Jc-e 


> 


Relations linéaires entre les diverses quantités A* ou A?! 


ty 
On connait déja une expression de A® en série, savoir 


Ss 3 
1 2 
4 I ale 


ge 2 1 
tere Vases ooh On q' (1392-4 5q°— 7g. ) 


jo 


= BIB 2 ng? i (=N, 3hb00 se): 


Me 
Il y aune expression analogue, pour A*‘, d’aprésla formule (t. J, 


p- 410), 
1 
J, =2ng'Q3, 


3 4 
it t\2 4 si pA ey ee 
A8 — (=) q' OF. ar — (=) Ge Our 


wW 


Oo= = 97) OG 


qui donne 
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Dans la formule 
Soo = |] = g2e-t 28) 1 — 25-2) (1 — gr) 


SS (—1)P qe 2%? 


faisons 


(PST) 2513). -), 


il vient 


Gap! z2 = w3P—, GIs = u3P—2, ge = 2 P, 


Les nombres 3p —1, 3p —2, 3p forment tous les entiers pos- 
sibles. On a done 


p(3p +1) 


[fe —zP) De 1) De ee 


formule due a Euler. 
Donec 


5) 


a 
A24— (=) gi? 2 Sie 1)P gP\3p+i) 
W 


—o 


(6p +-1)? 


-(8) Score 


Cela pose, soit A) le discriminant correspondant aux périodes 


2)w! | , 
te et 2w, et soit 
it o | ae oe) iT 4 _ ito 
q= eo \v ae q’, gaa ew 
On aura 


imt\ (6p+1)? (6p +1)? 


1 
ee 2 
i3* = (=) ewer EE Gp) EN, 
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Ul 


anis 2W 5 : 5 5 = 
Pour les périodes — et 2 on aura un dernier discriminant A 
Vv 


5 S (6p +1)?¥ 


3 = (2) Sura 


a =—1 n?yV 


ft -(2)' Yoo a 


Supposons d’abord vy = 3. 
On se convaine quil n’y a pas de ‘relation linéaire entre 
1 


= 1 
—24 x7 3 as : 
les Ay et A**. Mais considérons les expressions 
x p 


oe n—1 ith n? 


2) Sot ngs ge 


et faisons = 0, 8,16. Toutes les fois que n est premier a 3, la 
1 


Seu 5 
somme des termes correspondants dans les trois A) est nulle. Si 2 
est divisible par 3, ces termes sont égaux et s’ajoutent. Donc 


En outre, soit A la somme des termes ot: 7 n’est pas divisible 
par 3, Bla somme des autres, abstraction faite du coefficient ex- 


ponentiel, on a 


a 

Ae Ewen eee 

as 

A, = 0A+B, (8%=1), 
1 

Big =OA4B. 


On en conclut 
1 4 1 


Bye OA oO A eee 


Telles sont les deux relations linéaires qui expliquent com- 
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’ 


A 
ment 7 
A& 


4 
—8 
= est solution d’une équation linéaire du second ordre a 


coefficients rationnels. 


Soit y un nombre premier impair quelconque, et prenons 
it 
Bag Oy iy Dn wich Ve Mg 


Dans la suite des nombres impairs 7, distinguons : 1° les mul- 


V=S1 


liples de y désignés par ny; 2° il y a ensuite résidus quadra- 


uques 8), 82,..., 8,4, ce qui donne lieu a distinguer les nombres 


Ny, Mz, --.,My_y, dont les carrés sont congrus a ces résidus 


2 


(mod. vy). On aura ainsi 


4 
ae 
Ay = Ay+ Ay+... + Av=1, 
2 
1 LSBs ea 5 
259; at Vv 3 
Ay, = Ng tog Ay -+ = 16 Ay—1, 
= 
1277 
a -"t Bi ries By 1 
=> oO 
Kine —Ay+e IN boo AEE gi en are 
2 
y ; 6(V—1)tT 
j _Siv=1)im g, s2 aE Bvt 
—F 7 2 
Ajy—1)2,= Ao @ A,+...+e NG aaa 
2 
d’ou il résulte par addition 
A A 2 1 
<8 —8 ~ <3 
AA eer yay = Vv A 5 
3 Peal ons é v ET I : Bays et 
puis, par élimination des A, v ae relations linéaires 


1 
—38 ; 5 ' 
homogénes entre les A). Pour les obtenir, multiplions ces équa- 


6° 1277 


lions respeclivement par 1, e a Ge (Ge étant un non ré- 
sidu) et ajoutons-les ; comme il est certain que y — 3; n’est jamais 
nul, il viendra 


“6iT 4 6(yv—1)i7 ot 
+ <p Se: = 0 
Ay +e AG ict oe te A(y—1) 2% 
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On trouvera de méme (en remarquant que les nombres 6p + 1 
reproduisent tous les nombres possibles, aux multiples prés 


de y) 


ve 1 al 
24 T24 —— 24 

Agate a AV —1)25 ==) VAY 

ANS ane — sa a(v—1jin , 1 

=24 5 Via; Y~24 

Bie ie Rely aire te ee Aiv—1)24 = 0 


- 


Calcul des fonctions symétriques. 


EN unis 2,0 
potent +d, 0,20, 2. lesop = dune méme classe, en nombre 
V2 Mi 
-3 et 
2 
a, b, Cc, ; 
M4, b,, C1, ’ 


les vy + 1 classes. 


Posons 
Ty =at+b+ec+..., 
Te =ab+be+ca-+..., 
3 =abe+abd+..., 
ARG hence cis PA OSD co k 
Tee OC Orr 
2 
Ona 
~ e8 nae es 
eas eae i Spee eee 


vV—I Oi) ” . a: . 
» la premiere équation (3) deviendra 


Ayant ici s = 


6A,;—vDA =0; 
dot 
vDA 
6A 


On a d’ailleurs 
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La deuxiéme équation donne ensuite 


5.4 Ag + —(v-+6) 2 A—yDA;=0 


ou 
= oi | 82 v 
0 = 5.4%) + : (v + 6) é ABmA 
Ne | Se DA 
== Xs V+ 6) 22+ 2 tvDr 
= ( ) 6 Loan 1 
v—I 4 
= 207, + (v + 6) &2 6n?+ vD71; 
2 6 
dot 
: (v+ t)(v T)(v 6 
203%, — 67} + M Xi ee 
12 
Soit 
a? 2+ ce? + == G58 
ona 


el par suite 


PA Saw) (vt) (vie 6) 


43 n?— 102 S24 B= Or 


On peut déterminer Xs, par le moyen de la fonction t,. Remar- 
quons, en effet, que cette fonction satisfait 4 une équation aux 
dérivées partielles, toute semblable a (3), sauf le changement de v 
en y?. De plus, son premier coefficient A, correspondant a A, est 
une constante. En désignant par Tl,, Iz, ...,$,, 52, ... les sommes 
analogues 4 7%, T2,---, 54, S2,..-, on aura donc entre ces quantités 
des relations analogues a celles qui existent entre ces derniéres 
quantités, sauf les modifications ci-dessus, 


y2 alo 
puis 
O= 5.41154 Pee!) is 
paris 2 6 
et 
oO = $2-+ alls; 
dow 


(v2—1)(v2 + 6) i 
a See TS 


10 3 S_,= 1082 = — 201, = Fs 
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el enfin 


2—1)(v2+ 6 v— 6 
gzmi=[© ut ) Lee | ba. 
(vy —1)2v(vy +1) 


SY a ee Q- 
12 


L’équation suivante est 


7.6A3+ BL eb ENN. eNO Sk a ee 
2 6 4 
ou . 
ST (v +12) £27 CSUN gs + 6mm DT = 0. 
Pour 4,, ceci donne 
(v2— 1)(v2— 3) Ve nos : 
—7.615 j Bal oar wae 6)23=0, 


(v2 —1)(v'-+ v24 15) 


i= 5.6.9 ee 


Cela posé, ona 
T? = 53+ 32 ab?2+ 673, 
wT 


— Lab? + S35 


ke | 
dot 
1 371, %2+- 313 = $3, 
(vy —1)(v + 6) 
2074 TM. + mare bom —6rnitv7mDm= Oo, 
(‘Sy 3 v— 1)(v— 3 7 
4273 3 cs SV CHES gy 6mm yD = 05 
dot 


3(v?—1)(v# + v2---1) 


dn} — 3imM M+ 3U73=S83= 4.5.6.9 83) 
Sao NR gT (ss 
2027 %.— 6UnF O BI er 
— 42n3+ 62m Te PS EE gy EE) gs = 
4 


Par ces trois équations, on trouve &n?, Un, 7m et UT. 
En poursuivant, on voit que U7}, Unjry, etc., s’expriment en 
fonction entiére de go et 23. 
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4 


“NI 


Méthode élémentaire. 


(vy impair). On considére les arguments «, 


et lon forme la fonction 


g(u) = f(pu) = (pu—p2)(pu—p22)(pu—p3a)... 


On a 


Soit 6 = 92 et posonsu=f+¢, 


I vet 


= 0 D S410 © = 


yea, 
Tt. p ? = 50¢ 


_o(@—wuyo(a+ u)...5(pa—u)o(pat+u)... 


(OE NONE 0 oe 


o'(u) 
(u) 


-6 |- 


= C(u—2)+C(u+a)+... 


POE oa 


+ C(u — px) 


= C(u+ pa)+...—(v—1) Cu. 


Onia.0()e=.0,.d° ot. - 


' 


e étant un infiniment petil. 


wm) __9l(G)+ 2g"(B)-» 118 ® 
e(u) 29(8) + fe’79"(8) + e246 (8) - 
a I . eee . 
(wu — 8) = = + infiniment petit. 
Done 
1 o’(B) r(Q x fae asta) 1 mate 8 ) 7 (a 
Bi 8) =C€(6 —ay+ (8 +4) + eee GU2h Vectra elas (6) ail) (0) 


Il est clair que les arguments 8, 28, B—a,B+4a,... 
duisent, sauf des périodes, les arguments = a, 


repro- 
EE Yio 


a 


en sorte 


que on a pour résultat 24% —vfB. Quel est lentier &? On a 


les arguments dont les rapports a « sont 


Il y en a donc 


I= Co 
‘ 


1 


i 


Par conséquent 


«4 ly 20 EI, - 


vy —T 1 
ae, pe) ae ie 
2, 2 


[ : 4 oe : a 
—o qui sont négatifs, au lieu de ——; donc 
v 2 


ul. 
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Maintenant 
(uJ=f'(P)P, 
o(Uuy=f"(p)p? +f (Pp) Pp’; 
0" aD he 
ale aa Soehae Re 
donc 
207] rfp’B fs) | ( 2.00» 
eh E 9) ss Shs 
, = a5 be + repay? e iar: 
Maintenant on a 
7 7 2 
Dpo=ap'p|¢p—= 727) + aptp — 36 8. 
Par conséquent, en posant Pp 8 =a et remplacant p” 8 et p’?8 


par leurs valeurs ona 


2(2v — 3) Ay — 3 i yf /@? 
ies Histo ie SB oh a2, o5). 
(6) Da ‘ a Ay. 2 cpa S24 83) 


Sommant les équations analogues pour les diverses valeurs de 


o, et désignant par s,, 53, ... les sommes des puissances semblables 


des a, il vient 


| Wee ee) Basi kas Ac ae 
y 12V 

( 
I W 

| 4 rs mes ae i 


Pour trouver la somme du second membre, il faut développer 


ei \ ° a2 
f ae ee Es ieee ee 


et la somme cherchée sera égale a Ay. 
Soit 


LAE) Bon a eee 
T (Ua coee a WE ae 


ona 


6 10, 6 cowie Sue oxehm@ eye) 61.6) #. 6 00: oun) aie eters ta (a) Sele eee) ashe 
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dot : 
Be Loe nb 3), 
ti=— (v--3)m, 
ae 20 A ate), 
et d’autre part 
ho = 4 Po 5 
Se 4a, 


Ae = 42 — Sapo, 
ds =4 43 — §2Pi — §&3 Po, 
Donc 
(4v —3)(v —1) ‘a 
12 oe 
4(y— 3) nt +4(y 1) (9 — 38) Bs 


= — 75 (v—1) (Vv +6) 82 + 67? — 2072. 


v Ds; = 2(2v — 3)s 


En multipliant ’équation (6) par a*~!, on aura 


y 4 
~ Dak = 2(v — 3) att — - 
k 6 


et en faisant la somme 


v 4v—3 e 
~ Ds, = 2(2¥—3) Sx44 G Sh eee 
L 


En divisant par x* ct faisant la somme de k—1ak—=o, ona 
b) 


Ds x , ‘ KY Se+1 AV — 3 Shk—1 Miva 
y —— = 2(2)—3) ae oe — — uae 
hap ak 6 i ak ak 
Or on a 


d’ou, en intégrant dena x, 


HELM 
+(v—1)loga — y Tgk == log fia) 
4 


Ds; 
kak 


D/(x) 
J(@) 


=— Dlogf(x)= — 
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Enfin 
>= =a T) —= Sp. = S4 
1 
Pe ae i 
a Sela ae ane 
el 
eet oe 
- =" (4x? — gx" — 83) —hov—. 
k 
p> ak Fa) 
Done 
if 2 ie es ie / 
tee BF (ays) (#Y a viens) fu ot 
E (gat E28 — 83) + yet 
ou 


o=vDf+ [2er—s)et 2 = e|/ let ee— elf 
= [v= ie = 6s; /f- 


Par la on a toutes les équations récurrentes. 
Si maintenant on détermine une constante A par la condition 


A 
v De — 6s, 


A 
et que l’on pose ¢ = A/, on aura 


aapaIre yDt yDA , Dé 


yi cai A 


et si l'on fait en outre z = pu, 11 viendra 


ys it rp 
: 4y > a wa 
o =vDt+ | 2(2v — 3)p? — —.—— g2}] — — pp”? —yv(v—1)pt 
| )y 6 52 dp J dp? i )y ) 
équation déja étable autrement. 
La méme analyse abrégée. — Nous avons 
§ 


Wi CaM Dyes == iG) | 2» —3)a?— oa] 


— f"(a) (4a — g,a — gs). 
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Considérons le polynéme 


U(x) = vD f(x) + f'(x) [20 Spee a | 
=f (@) (42 — f12 25); 
ona 


[Df(@) Jr=a + f'(a)Da = Df(a) = D(o) = 0. 


Ainsi ¥(a@)=o0, quelle que soit la racine a que l’on con- 
sidére. 

Done ¥(x) = f(x) 4(x), et il n’y a plus qu’a déterminer le po- 
lynédme 4(2). D’aprés les degrés connus de U(x) et de f(z), il 
doit étre du premier degré. 

Nous déterminerons ses coefficients par la comparaison des 
deux termes de degré le plus élevé. 

Soit 


; v—I 
SL) = oP — my a"-1 4+ rear -2 — ... (n=). 


Les termes des degrés les plus élevés dans )(a) sont 


2(29 —3)x?[nxr—-! — (n —1)™%x"-? | 
— 4x3 | n(n —1)x??— 1 (n — 1) (n — 2) xr-3] 
ou 
(2v—3)(v—1) | wrt —(2v—3)(v —3) | mar 
—(v—1)(v — 3) + (v--3)(v—5) 
Done 
J (2) = vv — 1) 1 — (v— 3) (v4+2)a7+... 
= (2 —7m,e"1+...)[v(v—1)4+ 67], 


0(@) =v(v —1)4#+ 67), 


et par suite 


\ = 5 or 
(428 — g22 — gs)f"—| (29 3) x? —- g:| —vDf 


+[yv(v—1)v7+6m]f=o. 


(7) 


Substituons dans cette expression la valeur de f(x); le coeffi- 
cient de z”~*, égalé a zéro, donnera 


(A) 


(2k + 3) (2k + 2) R41 + 75 (Vv +1— 24) (v + 6A) 4-1 82 | 


—— I Vi I n 
+(St42-4) ( - +1—k) 837 r—-2 + v Dry, — 67, 7, 
2. 
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En particulier, pour 


k= Or 3.27%, —67, =0, 


(A). k=1, 5.4m +4 —1)(v +6) e2— 62? +vD7, =0 


s] (e}/s! eye: |e’ ©) (0) (6 alias (eee site;iee i.e: 01\> eubhn is! sire $ elie. ceje sce) 6] ce. (es) a 1s ells} elie /oellétslels ek si eis lie 


Ces formules récurrentes permettent de calculer toutes les fonc- 
lions symétriques entiéres de =, 72, .... Supposons, en effet, cal- 
culées toutes les fonctions symétriques de poids k, y compris 
celles ou figurent des symboles D, en sorte que Dz, soit de poids 
r-+-1, et proposons-nous de calculer les fonctions symétriques 
de poidsk-+ 1. 


Soit par exemple & = 3. On aura neuf fonctions inconnues 


5 2 21 
Livy, Ltg%, wz, Brent, UnegDr4, Lr? D7, 


=(Drm)?, xm, Dre Xm, D2, 


el, pour les déterminer, on aura neuf équations linéaires obtenues 
comme il suit : 
Trois équations 


X(A,)t = 0, (Ay)? = 0, x(Ay) Dx, = 0 


obtenues en multipliant le premier membre de l’équation (A, ) par 
les fonctions de poids 2, 72, x7, Dx, et faisant la sommation. 
Les équations analogues 


U(Ag)t = 0, =D(A,)™% = 0% 


L’équation suivante 
(A3;) = 0 


déduite de A pour k = 3. 
Les équations 


YnoDx,+ UT, 


infin ’équation \ 


Mats ce sont des calculs atroces. 
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Voici une autre maniére de procéder. En posant 


4@— S94 — $3= 0, i= fe, 


? équation différentielle (7) peut s’écrire 


| o( NaI) —[a(ay— sar B=? 94) 


(B) = 
I L-v(v—1)e-+ 67,—v ee 
\ oh 
Considérons les divers facteurs /, /\, ...,/) dont le produit fait 
= F'(. 
he 0 (z), et posons eon hc. Ondaura 


eee ey ee ly 
i Ah 


Nous aurons pour F |’équation analogue (en remplacant y et 7, 
par v? et 0) 


3 DF 
o( A’+ A?) — [oee- -3) x7? -— fea |, + v2(v2—1)7— v2 —_ = o. 


Iaisons la somme des diverses équations (B), il viendra 


3 DF 


F 


i —— 
o( A’ =i*) —[2(2 —3)22— 2 G ea ]a 0 2 =O) 
: 6) 


‘ 


DF 4 
Eliminant on obtient 


ony? 


| 
° 


er) 
w 


G Nise 


M 
> 
nw 
II 
> 
nw 
— 
ey 
RSS 
= > 
> 
Dn ae ee 


-G 


On connait ainsi YA, L?. Si Pon peut obtenir également LA?, 
LA‘, ..., on pourra former |’équation dont l’inconnue est x 
Différentions l’équation (7) aprés l’avoir mise sous la forme 


of'+ig fi— iv(at—t ga) f+ [yv—1)7+ 6m] f—yDf=o0; 
il vient 


of tie fa te f—iy((@— tae) Sf 
+[vv— 9) 2 + bmi] fv f—9D f'= 0. 
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~G 


+[v(v—9)7 + 67% ] -v(yv—1)—y — =o. 


/ 
L’équation primitive, multipliée par ae » donne d’autre part 


Ff? 


. Hae tay. 19 rae 2 \e 
tf ey jo(e Bice f? 
—Po=ne+ om) % + tee ts 


Ajoutant, ona 


15-4105 


ss 
2 
=) —8va+, +9 = yd 4 = 10 


<n 


ou 
ofa (8) ] + 9 [E0408] +4972 


— fv (a?— } g) '— 8veh +v(v—1)—v DA = 0. 
Multipliant par A, il vient 
ol $y — 402+ 9 (0)'] + 9 [EON 8] 449 


— av (x72— t gy) (2)! — Bve)2 +9 (v— 1r)A— ~ D2? ==, 


En faisant la somme, multipliant par y et retranchant l’équation 
analogue pour A, on obtient 
<x 


2 sO.) ep, B\else) (@).0 le eca\ ee "a fe (ela: @ eR 8 ® eles lee @ lelpiielelmie by ee 6) oF esis “BNOn elie. cllekeus ls is eis are wi elaine (ig 


Soit 


et soit 


le développement de pw suivant les puissances décroissantes de x 


on aura 
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TAT ss Sg OTE z'V/o, 


Pus Os 2: 
Pe On 
Rites cri 

ieee 5 eee 

2¢ = 627?— > 8, 
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5 


io) 


oa! n(n+1)0p 
oe — gir2 


1 


y 


: 25) ! ee 1) Sona — 6(n +1)op| 
252/41 ? 
1 


7} 


52'0' = 6a?+ 201—5 82 


@ 
1 © yy tT) \ 
ee 5+ (i + 1) (2 + 2)Pn41 —(N—1)N820n-1\ I 


—(n — 2)(n2 —1) 83 0n—2 


(n—1)\(2n—1) 


oe / 
. »» 2(n 
1 


1)(2N+1)Cp+1 


—(n—-2)(n—1) B3Pnsa 


~P 
62°—F go= 627-1294 y 6 (2 Ont+1 + 22n—1P1 + 2Pn—202+.-. 
1 


214 
dou 


puis une série de formules récurrentes pour les Q. 


Pour 


— 
—t = 1201 — 2 §2) 


So 82 =— 2001, 


§201— 6p, = 0, 


oO 
aS 
| 
| 
Or eles 
us} 


2. 


il vient 


2P2— 26301 — 1201 P2— 0; 


rr ze 
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Les coefficients 9; se calculent au moyen des sommes des puis- 
sances semblables des racines de /. 
On a, en effet, 


su=(cu PGCE NOME 


Cu —=VGu -— fee 284 U, 
neater 
PON OU | ars | ee Sara ee eee 
i 2 f 
eo es 
ea ee oy NSn—1 iy Sr-1 ae 
9 ° fad ttl 27 aie 1 


Ie terme en x dans le second membre a pour coefficient 


s ef 
Y+ 459 — O05) = 1 (car So ): 
oD} 
Le terme constant sera 
8s, — 6s,;— 28, >= 0; 


Pena? mae 1 t 
et, en général, le coefficient 9, du terme en sa Sera 


On= 4(N + 2)Sn41— SeNSn—1— &3 (2 — 1)Sn-2— OSni1 + = 


| 


= 2(2N +1) Sp44— £2Sp—1— (NM —1) 83Sn—9- 


En particulier, 


Be MONO ye wOnr eH Cit nel bone acie It) CEO 


Par les relations entre les s;, on aura des relations entre les 9;, 
et l’élimination fournira des équations algébriques pour chaque pj. 
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. v 
SOICMUGy — ponds == page tin, aye, = p 


J (x), et soit ; 


a les racines de 


yal 
BA DI oS oan 
2 
Q = Il(a;— a;) ; 
‘e = 
J=tr+t, : 
Cherchons a déterminer DQ. 
Ona 
DQ Da Da ¢ : 
= : J put) 
Q feed jy — A; ‘ ‘ 
ae | 
Da; meta 
= ‘ (Jz2t) 
aj— aj 
Loe 
Or nous avons trouvé 
yes Wie aos 
© 2 4v i (a) 
(8 vDa;= 2(29 Bare - 2, — 0( a; ) ————~ 
) L ) l 6 562 9 ( i) HCA 


en posant, pour abréger, 


D’ailleurs on a 


5 iM Ce I 
F (Gi) im > aji— Oe 


k 


Divisant l’équation (8) par a;— aj, et sommant par rapport 
acet/, il viendra 


Av — 


2(2v— 3)a? — 


DQ pee Le ae yet ) 
Fay aj— aj Ds oie aj) (di— ap) ee 


Typ i, J, k 


Pour calculer la premicre somme, permutons-y les indices 7 
et 7 et prenons la moyenne des résultats. Elle sera égale a 


Ey a Mee Seo Gs + a;) 


ij 
NOY == yy ai 
iJ 


= 2(2v— 3) — >> ai 


i 


= (2v— 3) (v— 3) 5). 
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Dans la seconde somme, nous distinguerons les termes ot. k27 
de ceux ot K=7. La somme des premiers sera (en permutant 


circulairement les indices) 


Piles serena: 
3 (@j—@j)(@j—ay) (a; — A;)(A;—Ap)  (Ap— aj) (An— &)) 


9(a;) o( ap) | 


ou, a cause de Videntité 


I I I 
\ =O) 


i— 4%)  (@j—aj)(aj—az)  (Apr— i) (Ae— a) 


) e(a:)—9(ar)  _ 9( aj) — (ak) | 
3 (@j— @;) (aj— az) (a;— aj) (a;— ay) 
/ 


4 0(a;) — 9( az) 


3 ren 


(a? + azap+ a) — 80 
— . — 9 
— aj 


ou, en permutant ¢ et 7 et prenant la moyenne, 


(ai— aj) (a 


——— Qj+ aj+ a,) =— 16 pe yv—3)(v— 5)s). 
J 


Reste a calculer la somme des termes ot A = /, a savoir : 


i (7) 9( aj) )+ 9( aj). 
Dorr aps (aj — aj) 


a7 


Or on a, par Je théoréme d’addition, 


 [veten— vate 


ai aj ae aij = 


4 aj— a; 
——= Sea > 
1 [ ¥e(a:) + V9(a;) 
Aj+- Aj+ aj-j;= 5 ; 
4 ai— a; 


et, en ajoutant, 
I o(a;) + 9(a@;) 
2aj;4 2aj—- OF ae aj-j= 5 noe 
cA ) ae a) hea 


La somme cherchée est donc égale a 


— 29) (2ai+ 2Aj+- Aj+j + aj—;) =—12)) a= — 6(v 13) Sqr 
“7 iJ 
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On a donc enfin 


DQ ; P : a 
Nae = [2v— 3 — 4(v — 5) — 6] (v — 3) 81 = — (v— 3) (2v — 11) 81. 


Comparons cette équation a celle qui détermine A, 
Ne 6S. 


On aura 
DA (v—3)(2v—11) DQ. 


A 6 Q 


? at 
dot 
(v—3) (2V—11) 


A= 6 F(A). 
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